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Πρόλογος 
 
Η προσωπική αυτή προσέγγιση, η οποία δεν είναι άλλο από 

συρραφή «κλεψίτυπων», οφείλει την ύπαρξή της στο γεγονός πως, 

άμα ξεκίνησε τούτο το ενδιαφέρον για τη διερεύνηση της 

τριτοβάθμιας, το μεγαλύτερο μέρος της αρθρογραφίας με άφηνε - 

σε διάφορους βαθμούς - ανικανοποίητο. Όχι, απαραίτητα, από 

κάποιο αντικειμενικό έλλειμα, το οποίο φιλοδοξώ να καλύψω τώρα 

με τη δική μου μετριότητα, παρά από μερική ασυμβατότητα με τον 

προσωπικό τρόπο σκέψης. Γιατί, παρά το γεγονός ότι τα 

μαθηματικά είναι μαθηματικά, από ένα σημείο και μετά, το 

ξεδίπλωμα της σκέψης χρωματίζεται, κάθε φορά, από την 

προσωπικότητα του καθενός. Είπα να πιάσω το πράγμα από την 

αρχή κι από τα βασικά, ίσαμε την ολοκλήρωση μιας στοιχειώδους 

διερεύνησης, οδηγώντας τους συλλογισμούς μέσα από το δικό μου 

στομάχι και τη δική μου πέψη. Επιπλέον, επιχείρησα, να 

συγκεντρώσω όλα εκείνα τα στοιχεία που μου φαίνονταν διάσπαρτα 

κι αποσπασματικά και, παράλληλα, ν' αποφορτίσω την περιγραφή 

από την κουραστική εκείνη μαθηματική υπερανάλυση, την οποία αν 

γυρέψει κανείς εδώ, μάλλον θα τον απογοητεύσω. Όπως κι αν έχει, 

οποιοσδήποτε βρεθεί ποτέ στην ίδια απορία που βρέθηκα ο ίδιος, 

ελπίζω αυτή η μικρή συμβολή κάπως να τον βοηθήσει, παράλληλα 

φυσικά με τα υπόλοιπα αναγνώσματα. 

 

Με εκτίμηση ... 

Κόλλας Αντώνης, 

Μαθηματικός 

Ιούλιος 2018 

 



2 
 

 

 

 

 

Μέρος Πρώτο 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 « Κάνω πράξεις, πίνω μπύρες » 1 

 

 

 

 

 

(1) Αφιερωμένο σε παλιό καθηγητή 



3 
 

 

 

 

 

 

γενική μορφή, λοιπόν, μιας εξίσωσης 3ου βαθμού με πραγματικούς 

συντελεστές έχει κάπως έτσι : 

 
α x 3 + β x 2 + γ x + δ = 0   (α  0) 

 
 
Ωστόσο, οι περισσότεροι λογικοί άνθρωποι (οι μαθηματικοί συνήθως 

είμαστε τέτοιοι) εργαζόμαστε με την απλοποιημένη μορφή : 

 
x 3 + a x 2 + b x + c = 0   (1) 

 
 
αφού, δηλαδή, διαιρέσουμε όλους τους όρους με το συντελεστή του 

μεγιστοβάθμιου όρου. 

 
 

 Απώτερος στόχος μας, στη συνέχεια, είναι ν' απαλλαχτούμε 

από τον 2-βάθμιο όρο . Προκειμένου να πετύχουμε κάτι 

τέτοιο (γενικά και όχι στην ειδική περίπωση που a = 0), 

επιχειρούμε αλλαγή μεταβλητής με προσθήκη κατάλληλης 

σταθεράς, την οποία  προς το παρόν εισάγουμε 

«αυθαίρετα» και με το έτσι θέλω και της οποίας ο 

υπολογισμός θα αναζητηθεί, εκ των υστέρων. 

Θέτουμε :      x = z  λ 
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Έφτασε η ώρα για μερικές πράξεις : 
 
( z  λ ) 3 + a( z  λ ) 2 + b( z  λ ) + c = 0 

z3  3z2λ + 3zλ2  λ3 + a( z2  2zλ + λ2 ) + b( z  λ ) + c = 0 

z3  3z2λ + 3zλ2  λ3 + az2  2azλ + aλ2 + bz  bλ + c = 0 

z3   3λ z2   + 3λ2 z   λ3  + a z2    2aλ z  + aλ2  + b z   bλ + c = 0 

z3 + (  3λ + a ) z2 + ( 3λ2  2aλ + b ) z  λ3 + aλ2  bλ + c = 0 
 
 

 
 Στο σημείο αυτό, η εξολόθρευση του όρου z 2 είναι πλέον 

εύκολη υπόθεση. Αρκεί : 

 3λ + a = 0      λ = 
3
a

 

 Ως πρώτος «ένοχος», για ετούτο το πονηρό κολπάκι, 

θεωρείται μάλλον ο Nicolo Fontana Tartaglia, δίχως όμως 

να είναι απολύτως βέβαιο. 

 
 
Προχωρούμε λοιπόν, ταχέως, στην παραπάνω αντικατάσταση και 

δώστου ξανά  πράξεις : 

z3 + ( 3
3
a

 + a ) z2 + ( 3
9
a2

  2a
3
a

 + b ) z  
27
a3

 + a
9
a2

  b
3
a

 + c = 0 

z3 + 0 z2 + ( 
3
a2

  
3

2a2

 + b ) z  
27
a3

 + 
9
a3

  
3
ab

 + c = 0 

z3 +
3

3ba2   z + 
27

c27ab9a2 3 
 = 0 
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 Τούτες τις ευλογημένες παραστάσεις, που δεν περιέχουν 

παρά συντελεστές της αρχικής εξίσωσης, μπορούμε να τις 

βαφτίσουμε όπως θέλουμε, προκειμένου ν' απλοποιήσουμε 

κάπως τα πράγματα. Θέτουμε, λοιπόν : 

  

p = 
3

3ba2 
   ,   q = 

27
c27ab9a2 3 

 

 
 
 
Στα χέρια μας κρατάμε πλέον την παρακάτω τριτοβάθμια, η οποία 

ονομάζεται και «ανηγμένη» (depressed) μορφή της αρχικής : 

 
z 3 + p z + q = 0   (2) 

 
 
 
 Έρχεται τώρα αυτός ο τύπος ο Vieta, πώς κάνει έτσι ο 

κατεργαράκος, πιάνει και θέτει όπου : 

 

z = w  
w3
p  

 

 Γι' αυτό την παραπάνω τη λένε και «αντικατάσταση Vieta».  

 
    
Οπότε η εξίσωσή μας μεταμορφώνεται ως ακολούθως, σ' ένα κομψό 

και τετριμμένο τριώνυμο 2ου βαθμού : 

( w  
w3
p

 ) 3 + p( w  
w3
p

 ) + q = 0 

w3  3w2

w3
p

 + 3w 2

2

w9
p

  3

3

w27
p

 + pw  
w3

p2

 + q = 0 
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w3  wp + 
w3

p2

  3

3

w27
p

 + pw  
w3

p2

 + q = 0 

w3  3

3

w27
p

 + q = 0 

( w3 ) 2 + q w3  
27
p3

 = 0 

 
 
 
 Αν κάποιος αντέξει να διαβάσει το ιστορικό σημείωμα, στο 

τέλος, θα διαπιστώσει ότι ο πρώτος που δάμασε την 

ανηγμένη μορφή − με διαφορετική μέθοδο − και την 

ημέρωσε στην παραπάνω απλή δευτεροβάθμια ήταν ο 

Scipione Del Ferro. Ο Vieta, καλό παιδί και τούτος, αλλά 

την εποχή εκείνη πάλευε ακόμα να γεννηθεί.  

 
 
 
Έχουμε φτάσει, λοιπόν, στο σημείο όπου : 
 
 

( w3 ) 2 + q w3  
27
p3

 = 0 

 
 
 

 
Χωρίς κανέναν οίκτο, πάμε τώρα και θέτουμε :     y = w 3 

 
 
 

y 2 + q y  
27
p3

 = 0   (3) 
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Η τελευταία, που δεν είναι τίποτε περισσότερο αμια συνηθισμένη 

εξίσωση 2ου βαθμού, καλείται και «επιλύουσα» της ανηγμένης 

μορφής. 

 
 

Η διακρίνουσα της τελευταίας είναι :     Δ = q2 + 4
27
p3

 
 
 
 
Τώρα, επειδή δουλεύουμε στο σύνολο των μιγαδικών, τα παρακάτω 

θα ισχύουν για οποιαδήποτε τιμή της Διακρίνουσας. Ώστε δεν 

περνούν εδώ υπεκφυγές αρνητικότητας και σε κάθε περίπτωση θα 

έχουμε δύο ρίζες : άλλοτε δύο πραγματικές και άνισες, άλλοτε δύο 

πραγματικές και ίσες, άλλοτε πάλι δύο συζυγείς μιγαδικές. Θες δε 

θες, δύο θα 'ναι. Ας παρεμβάλλουμε, ωστόσο εδώ, μια πρόγευση 

των μελλουμένων : 

 

  
 

  Αν Δ < 0 , δηλαδή η Επιλύουσα έχει δύο ρίζες μιγαδικές 

και συζυγείς, τότε η τριτοβάθμια (1) έχει : 3 ρίζες 

πραγματικές και άνισες. 

  Αν Δ = 0 , δηλαδή η Επιλύουσα έχει μία διπλή, 

πραγματική ρίζα, τότε η τριτοβάθμια (1) έχει : 2 ρίζες 

πραγματικές και άνισες, εκ των οποίων η μία διπλή. 

  Αν Δ > 0 , δηλαδή η Επιλύουσα έχει δύο ρίζες 

πραγματικές και άνισες, τότε η τριτοβάθμια (1) έχει : 1 

ρίζα πραγματική και 2 συζυγείς μιγαδικές. 
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Έχοντας κατά νου τα προηγούμενα, θα μπορούσε ορθότατα να 

συμπεράνει κανείς, ότι η επίλυση τυχούσας τριτοβάθμιας ανάγεται 

τελικά στον υπολογισμό μίας μόνον πραγματικής ρίζας (έστω xo), 

αφού στη συνέχεια μπορούμε εύκολα να παραγοντοποιήσουμε την 

τριτοβάθμια, διαιρώντας απλά με το διώνυμο x  χο . 

Παρόλα αυτά, στη διερεύνηση που ακολουθεί δε θ' ακολουθήσουμε 

την ευκολία ετούτη, ειδάλλως θ' απομείνει η μελέτη στα μισά. Θα 

αναζητήσουμε την τελική και ολοκληρωμένη μορφή των εκφράσεων 

εκείνων, οι οποίες κωδικοποιούν στα σπλάχνα τους κάθε ξεχωριστή 

ρίζα, πραγματική ή μη. 

 
 
Ξαναπιάνουμε λοιπόν το νήμα, από εκεί που το είχαμε αφήσει, στις 

λύσεις δηλαδή της εξίσωσης (3) : 

y 2 + q y  
27
p3

 = 0 

 
οι οποίες δίνονται από τις σχέσεις : 

y 1, 2 = 
2

27
p

4qq
3

2 
      y 1, 2 = 

2
27
p

4q

2
q

3
2 

     

y 1, 2 = 
27
p

4
4

4
q

2
q 32

       y 1, 2 = 
27
p

4
q

2
q 32

     

 
 

y 1 = 
27
p

4
q

2
q 32

    ,   y 2 = 
27
p

4
q

2
q 32

  
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Οι σχέσεις αυτές, που τις σημειώνουμε γιατί οδηγούν κατευθείαν 

στον τύπο του Cardano (βλ. Ιστορικό Σημείωμα στο τέλος), δεν είναι 

τόσο βολικές στο πρακτικό κομμάτι, καθόσον μας υποχρεώνουν να 

επαναλάβουμε πράξεις, με τις οποίες έχουμε ήδη ξεμπερδέψει από 

τη διακρίνουσα. Στην πράξη, δουλεύουμε με την αρχική μορφή : 

y 1,2 = 
2

Δq 
 

 

Αφού, λοιπόν, ξεμπερδέψουμε με τα y1, y2 κι αποφασίσουμε πια να 

ξε-θέσουμε : 

w 3 = y1 , w 3 = y2 

ώστε να επιστρέψουμε στην προηγούμενη μεταβλητή μας, θα 

διαπιστώσουμε πως είναι ακριβώς εδώ που τα πράγματα αρχίζουν 

να μπλέκονται και να γίνονται μυστήρια , καθώς τα y1 και y2 είναι 

άλλοτε συζυγείς μιγαδικοί κι άλλοτε πραγματικοί με διάφορα 

πρόσημα. Συνεπώς, ο υπολογισμός της κυβικής τους ρίζας δεν 

ακολουθεί τη ροή των συλλογισμών με την ίδια ευθύτητα, ίσαμε 

τώρα, παρά απαιτείται προσοχή ξεχωριστή. 

 
Για τη συνέχεια, χρειάζεται τώρα να θυμηθούμε ότι : 
 
 

 
Κάθε μιγαδική εξίσωση της μορφής : 

 
w n = y 

 
όπου w, y μιγαδικοί αριθμοί με : 

  y = ρ·(συνθ + i·ημθ) 

  ρ = |y| 
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έχει λύσεις, που δίνονται από τη σχέση : 
 

 wκ = 





 





n

θκ2π
ημi

n
θκ2π

συνρn          (4) 

 
  κ = 0, 1, 2, ... , n−1 
 
 
 
Eναλλακτικά, βέβαια, θα μπορούσε κανείς να προχωρήσει στα 

επόμενα, με τη βοήθεια των αντίστοιχων τριγωνομετρικών τύπων 

του Euler. Προτιμήθηκε η παραπάνω προσέγγιση, περισσότερο από 

λόγους συνήθειας, παρά από άλλον ουσιαστικότερο λόγο.  

 
Κι έφτασε, λοιπόν, η πολυπόθητη ώρα της διερεύνησης ... 
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Δ < 0 τότε οι y1, y2 είναι ρίζες συζυγείς μιγαδικές , συνεπώς 

μπορούμε να ξε-θέσουμε : 

w 3 = y1   ,   w 3 = y2 

ή αν θέλετε, ισοδύναμα και δίχως να μας απασχολεί κανένα 

πρόσημο , εφόσον μιλάμε για μιγαδικούς : 

w = 3
1y    ,   w = 3

2y  

Γνωρίζουμε, όμως, ότι οι συζυγείς μιγαδικοί έχουν το ίδιο μέτρο (να 

το πούμε ρ) κι αντίθετα ορίσματα. Αν πούμε, επίσης, θ το πρωτεύον 

όρισμα της y1 , τότε ισχύει : 

 
 y1 =   ημθiσυνθρ    y2 =   ημθiσυνθρ   

 
Τότε όμως, η εξίσωση w 3 = y1 μας δίνει ( για n = 3 και συνεκδοχικά 

για κ = 0, 1, 2 ) : 

 





















 












 












 

3
θ4π

ημi
3

θ4π
συνρw

3
θ2π

ημi
3
θ2π

συνρw

3
θ

ημi
3
θ

συνρw

   

3
2

3
1

3
o

      (I) 
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κι αναλόγως, η w 3 = y2 τις αντίστοιχες συζυγείς : 

 





















 












 












 

3
θ4π

ημi
3

θ4π
συνρw

3
θ2π

ημi
3
θ2π

συνρw

3
θ

ημi
3
θ

συνρw

   

3
2

3
1

3
o

      (ΙΙ) 

 

Στο σημείο αυτό, φαίνεται να έχουν προκύψει 6 ρίζες, αντί για 3 που 

ψάχναμε. Λέει, καμιά φορά, ο λαός : «Καλύτερα να σου περισσεύει, 

παρά να μη φτάνει». Ο λαός όμως λέει συχνά κι ανοησίες, ενώ οι 

Μαθηματικοί ποτέ. Στη συνέχεια, θα φανεί αναφανδόν ότι οι λύσεις 

που προκύπτουν είναι, τελικά, ανα δύο ίσες. Για να μπορέσουμε, 

τώρα, να συνεχίσουμε, χρειαζόμαστε την εξής στρατηγική 

υπενθύμιση (την οποία θα χρησιμοποιήσουμε ασύστολα, καθόλη της 

διάρκεια της διερεύνησης) : 

 
 

 Σε κάθε εξίσωση 2ου βαθμού α y 2 + β y + γ = 0 (α  0) με 

ρίζες y1 , y2 ισχύει ότι : 

P Vieta = y1 · y2 = 
α
γ  

 
 

Θυμίζουμε ότι επιλύουμε την :   y 2 + q y  
27
p3

 = 0 . Συνεπώς : 

y1 y2 = 
27
p3

    (i) 
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Στην περίπτωση που εργαζόμαστε, ωστόσο, είναι p < 0 κι ένας 

τρόπος να το καταλάβουμε αυτό είναι γιατί : y1 y2 = ρ2 > 0 , εφόσον 

οι y1, y2 είναι συζυγείς μιγαδικοί και ρ το μέτρο τους. 

Άρα, από την (i) συμπεραίνουμε ότι η παράσταση 
27
p3

  πρέπει να 

είναι θετική και συνεπώς : p < 0 

y1 y2 = 
27
p3

       3

3

3
21 3

p
 yy 





       

3
p
 yy 3

2
3

1   

 
 

3
2

3
1 y 3

p
y     ή   

3
1

3
2 y 3

p
 y     (4) 

 

 
Με βάση τα προηγούμενα, λοιπόν, επιστρέφουμε (άντε πάλι) στην 

αντικατάσταση Vieta, όπου z = w  
w3
p

 
. 

Απ' την τελευταία και την πρώτη ομάδα λύσεων (Ι) προκύπτουν 

τώρα οι παρακάτω περιπτώσεις : 

 

zο = 
o

o w3
p

w   = 
3

1

3
1 y3

p
y


  

)4(
  3

2
3

1 yy   = 

 






 






 

3
θ

ημi
3
θ

συνρ
3
θ

ημi
3
θ

συνρ 33  = 

 
3
θ

ημiρ
3
θ

συνρ
3
θ

ημiρ
3
θ

συνρ 3333 
 
= 

 23 ρ ·
3
θ

συν  

 
 
Όπως βλέπουμε, τα φανταστικά μέρη εξαϋλώνονται ως αντίθετα και 

δε θα μας απασχολήσουν άλλο. 
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Με ανάλογες σκέψεις και πράξεις, έχουμε : 

 

 z1 = w1  
1w3

p
 = 

3
1

3
1 y3

p
y


  

)4(
  3

2
3

1 yy   = 

 






 










 





3

θ2π
ημi

3
θ2π

συνρ
3

θ2π
ημi

3
θ2π

συνρ 33

 
= 

 ... 

  23 ρ ·
3
θ2π

συν


 

 

 z3 = w2  
2w3

p
 = 

3
1

3
1 y3

p
y


  

)4(
  3

2
3

1 yy   = 

 






 










 





3

θ4π
ημi

3
θ4π

συνρ
3

θ4π
ημi

3
θ4π

συνρ
 
= ... 

  23 ρ ·
3
θ4π

συν


 

 
 
Λόγω της προφανούς συμμετρίας κι επιπλέον γιατί είναι βαρετό να 

γράφει κανείς τα ίδια και τα ίδια, αν στη w αντικαθιστούσαμε τιμές 

από τη δεύτερη ομάδα λύσεων (ΙΙ) θα παίρνουμε ακριβώς τα αυτά 

αποτελέσματα, με μόνη διαφορά την αντιμετάθεση των όρων. 

 
Τελικά : 
 
 
















λzx

λzx

λzx

  

22

11

oo

 ,   όπου λ = 
3
a
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  
 
 Παρατήρηση 1 

 Ο υπολογισμός του 
3
θ

συν  δίνει επιπλέον τη δυνατότητα, σε 

όποιον δεν τ' αρέσει να παιδεύεται τσάμπα, να υπολογίσει 

επιπλέον και τις παραστάσεις : 

3
θ2π

συν


 και 
3
θ4π

συν


 

 δίχως να χρειαστεί να κάμει όλη τη δουλειά, από την αρχή. 

Αρκεί να σκεφτεί ότι : 

 

  





 


3
θ

ημ
3

2π
ημ

3
θ

συν
3

2π
συν

3
θ

3
2π

συν
3

θ2π
συν  

 

3
θ

ημ
2
3

3
θ

συν
2
1

  

  





 


3
θ

ημ
3
4π

ημ
3
θ

συν
3
4π

συν
3
θ

3
4π

συν
3

θ4π
συν  

 

3
θ

ημ
2
3

3
θ

συν
2
1

  

 
 
 Παρατήρηση 2 
 

 Κι ενώ ο υπολογισμός του συνθ είναι σχετικά εύκολη 

υπόθεση, ο υπολογισμός που έπεται, δηλαδή του 
3
θ

συν , 

δεν είναι πάντοτε παιχνιδάκι. 
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 Στο παράδειγμα που ακολουθεί, εργαστήκαμε ξεδιάντροπα 

με δεκαδικές προσεγγίσεις και υπολογιστή τσέπης. Η μόνη 

εναλλακτική, που φαίνεται πρόχειρη (κι ελπίζω σε μια 

επόμενη αναθεώρηση αυτού του Σημειώματος, να 

προταθούν περισσότερες) είναι με τη βοήθεια του 

τριγωνομετρικού τύπου : 

συνθ = 4·συν3

3
θ

  3·συν
3
θ

 

 όπου, θαρρώ, η σχετική ειρωνία είναι προφανής : 

χρειάζεται να λύσουμε από την αρχή ... μία εξίσωση 3ου 

βαθμού! 

 

  
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  
 
 
 Παράδειγμα 1 
 
 
 Έστω η εξίσωση : (χ + 1)(χ − 2)(χ − 3) = 0    

  (χ + 1)(χ2 − 5χ + 6) = 0    

  χ3 − 4χ2 + χ + 6 = 0 
 
 Γνωρίζοντας τις ρίζες της εκ των προτέρων (απατεωνιά), 

θα προσπαθήσουμε να κατανοήσουμε τον τρόπο, με τον 

οποίο αυτές συνάγονται από τα προηγούμενα. 

 
 Αρχικά, υπολογίζουμε τις σταθερές p και q, από τους 

αρχικούς συντελεστές :   a = −4 , b = 1 , c = 6 

 

 p = 
3

3ba2     και   q = 
27

c27ab9a2 3 

 
 

 p = 
3
13

3
316


    και   q = 

27
70

27
16236128




 

 
 Είναι : 

 Δ = 
222

3

2

23
2

27

3888

27

87884900

27

13
4

27

70
27
p

4q 


  < 0 

  
 δηλαδή, η Επιλύουσα έχει δύο ρίζες, συζυγείς μιγαδικές. 
  

 Στη συνέχεια, χρειαζομαστε τα μέτρα 21 yy  = ρ . Επειδή 

πρόκειται για συζυγείς, αρκεί να υπολογίσουμε έναν από τους 

δύο και στη συνέχεια το μέτρο του. Έτσι, έχουμε : 
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 y1 = 
2

Δq 
 

 y1 = 






 


227

3888
27
70

2
1

 

 y1 = 






 


27
3888

27
70

2
1

 

 y1 = 
54
3888

54
70 

  

 y1 = 
54

i336
54
70

  

 y1 = 
3

i32
27
35

  

  
 Επομένως : 

 
22

1 3
32

27
35

y 














  

 9
12

27
35

y 2

2

1   

 2

2

1 27
811235

y


  

 27
2197

27
9721225

y1 


  = 2y
27

1313
27
2197


 
= ρ 

  
 Επειδή θα μας χρειαστεί, επιπλέον, η κυβική ρίζα του 

τελευταίου, έχουμε ακόμα : 

 
3
13

3
13

3
13

27
1313

yy
6 33 3

33
2

3
1   = 3 ρ  
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 Επομένως, για την πρώτη λύση xο = zο  λ είναι : 

χο =  2 3 ρ ·
3
θ

συν
 
 λ 

 Μένει, τώρα, να υπολογίσουμε το 
3
θ

συν  :  

 y1 = 
3

i32
27
35

  = 1y (συνθ + i·ημθ)      1y ·συνθ = 
27
35

   

    
27

1313
·συνθ = 

27
35

       συνθ = 
169

1335
1313

27
27
35

  

 
 Με έναν κατάλληλο υπολογιστή τσέπης, υπολογίζουμε εύκολα 

και με προσέγγιση 6 δεκαδικών ότι : 

 
  συνθ =  0,746712 

  θ = 180°  41,693642°= 138,30636      
3
θ

 = 46,102119° 

  
3
θ

συν  = 0,693375 

  3 ρ  = 
3
13

 = 1,201850 

 Τελικά : 

 xο = zο  λ = 2 3 ρ ·
3
θ

συν   
3
a

 = 2·1,201850·0,693375 + 
3
4

 = 

  1,666666 + 1,333333    3 
 
 Για την δεύτερη λύση, έχουμε : 

χ1 = 23 ρ ·
3
θ2π

συν


  λ 
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  
3
θ2π 

 = 166,10212° 

  
3
θ2π

συν


 =  0,9707253 

 Τελικά : 

 x1 = 23 ρ ·
3
θ2π

συν


  
3
a

 = 2·1,201850·( 0,9707253) + 
3
4

 = 

  2,333333 + 1,333333     1  
 
 Και για την τρίτη λύση : 

χ1 = 2
3 ρ ·

3
θ4π

συν


  λ 

  
3
θ4π

 = 286,10212 ° 

  
3
θ4π

συν


 = 0,277350 

 Τελικά : 

 x2 = 23 ρ ·
3
θ4π

συν


  
3
a

 = 2·1,201850·0,277350 + 
3
4

 = 

0,666666 + 1,333333    2  
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  
 
Παρατήρηση πολύ-πολύ σημαντική 

Προκειμένου, τώρα, να μελετήσουμε τις επόμενες 2 περιπτώσεις, θα 

ήταν καλό να προβούμε σε μια παρατήρηση η οποία, μπορεί μεν να 

καλύπτεται από τα προηγούμενα, η ξέχωρη επισήμανσή της ωστόσο 

θα διευκολύνει καταλυτικά την κατανόηση όσων ακολουθήσουν. 

Οι ομάδες των λύσεων, οι οποίες προκύπτουν από την επίλυση της 

εξίσωσης : w3 = y , αν yℝ και wℂ , εξαρτώνται κατά κύριο λόγο 

από το πρόσημο της y . Σε κάθε περίπτωση, λοιπόν, συμβαίνουν τα 

παρακάτω : 

 
 Αν y > 0 , τότε η y νοούμενη ως μιγαδικός θα έχει όρισμα θ = 0 

κι εφαρμόζοντας, ακολούθως, τις υποδείξεις του τύπου (4) θα 

έχουμε τα παρακάτω : 

 






















 












 












 

3
θ4π

ημi
3

θ4π
συνyw

3
θ2π

ημi
3
θ2π

συνyw

3
θ

ημi
3
θ

συνyw

   

3
2

3
1

3
o

 

 

 






















 







 



3
4π

ημi
3

4π
συνyw

3
2π

ημi
3

2π
συνyw

ημ0iσυν0yw

   

3
2

3
1

3
o
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





































2
3

i
2
1

yw

2
3

i
2
1

yw

yw

  

3
2

3
1

3
o

 

 
 Αν πάλι y < 0 , τότε το αντίστοιχο όρισμα θα είναι θ = π και 

συνεπώς, τηρώντας τους τύπους πιστά, καταλήγουμε ότι : 

 






















 












 












 

3
θ4π

ημi
3

θ4π
συνyw

3
θ2π

ημi
3

θ2π
συνyw

3
θ

ημi
3
θ

συνyw

   

3
2

3
1

3
o

 

 

 






















 









 

3
5π

ημi
3

5π
συνyw

ημπiσυνπyw

3
π

ημi
3
π

συνyw

   

3
2

3
1

3
o
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





































2
3

i
2
1

yw

yw

2
3

i
2
1

yw

  

3
2

3
1

3
o

 

 

  

 Με αυτά κατά νου, λοιπόν, εκείνο που οφείλουμε να 

προσέξουμε σε όσα ακολουθήσουν είναι να επιλέγουμε ορθά, σε 

κάθε περίπτωση, τους συνδυασμούς εκείνους και τις μορφές 

λύσεων που αντιστοιχούν στο πρόσημο της y . 
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Δ = 0 τότε η y είναι ρίζα διπλή και πραγματική. Συνεπώς : 

w 3 = y = 
27
p

4
q

2
q 32

    
0

    w 3 = 
2
q

    (i) 

Τώρα, η προηγούμενη έχει τόσο πραγματικές, όσο και μιγαδικές 

λύσεις. Γι' απλότητα, ας ονομάσουμε την πραγματική αυτή ρίζα 

έστω θℝ. Θα είναι δηλαδή : 

θ 3 = 
2
q

          q =  2θ3      (ii)         q 2 = 4θ6      (iii) 

Πίσω απ' τη μηδενική διακρίνουσα, ωστόσο, κρύβεται μια σχέση 

μεταξύ των p, q : 

Δ = 0    
27
p

4
q 32

  = 0      27q 2 + 4p 3 = 0   
)iii(

  

 27·4θ6 + 4p 3 = 0      4p3 =  108θ6       

 p 3 =  27θ6      p =  3θ2      (iv) 

 

 q > 0      
2
q

  < 0      θ = 3

2
q

  < 0 : 

 Στην περίπτωση αυτή, είναι y < 0 και όπως δείξαμε στην πολύ-

πολύ σημαντική παρατήρηση οι λύσεις της (i) θα είναι : 
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





































2
3

i
2
1

2
q

 w

2
3

i
2
1

2
q

 w

2
q

 w

  

32

31

3o

      







































2
3

i
2
1

2
q

 w

2
3

i
2
1

2
q

 w

2
q

 w

  

3
2

3
1

3
o

    

   







































2
3

i
2
1

θ w

2
3

i
2
1

θ w

θ w

  

2

1

o

 

 

Συνεπώς, προχωρώντας στις λύσεις της ανηγμένης βρίσκουμε : 

 2θθθ
3θ
3θ

θ
3w
p

wz
2

o
oo 


  

 























2
3

i
2
1

3θ

3θ
2
3

i
2
1

θ 
3w
p

wz
2

1
11  

θ
2
θ

2
θ

2
3

i
2
1

θ
2
3

i
2
1

θ 
















  

 























2
3

i
2
1

3θ

3θ
2
3

i
2
1

θ 
3w

p
wz

2

2
22  

θ 
2
θ

2
θ

2
3

i
2
1

θ
2
3

i
2
1

θ 
















  
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Με άλλα λόγια, έχουμε 3 πραγματικές ρίζες : 

 

zο = 2θ ,   z1 = z2 =  θ   (διπλή) 

 

Εφόσον θ = 3

2
q

  και συνάμα xκ = zκ  λ θα έχουμε τελικά: 

 
 

















λ
2
q

 2x

λ
2
q

xx

 

3
2

3
1o

 ,   όπου λ = 
3
a

 

 
 

 q < 0      
2
q

  > 0      θ = 3

2
q

  < 0 : 

 Στην περίπτωση αυτή, είναι y > 0 και οι λύσεις της (i) θα είναι : 

 






































2
3

i
2
1

2
q

w

2
3

i
2
1

2
q

 w

2
q

 w

  

3
2

3
1

3
o

      







































2
3

i
2
1

θ w

2
3

i
2
1

θ w

θ w

  

2

1

o

 

 
Συνεπώς, για την αντίστοιχη ανηγμένη : 

 2θθθ
3θ
3θ

θ
3w

p
wz

2

o
oo 


  
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 























2
3

i
2
1

3θ

3θ
2
3

i
2
1

θ 
3w
p

wz
2

1
11  

θ 
2
θ

2
θ

2
3

i
2
1

θ
2
3

i
2
1

θ 
















  

 























2
3

i
2
1

3θ

3θ
2
3

i
2
1

θ 
3w

p
wz

2

2
22  

θ 
2
θ

2
θ

2
3

i
2
1

θ
2
3

i
2
1

θ 
















  

Με άλλα λόγια, έχουμε όπως και προηγουμένως : 

 

zο = 2θ ,   z1 = z2 =  θ   (διπλή) 

 

Εφόσον θ = 3
2
q

  και συνάμα xκ = zκ  λ θα έχουμε τελικά: 

 
 

















λ
2
q

 2x

λ
2
q

xx

 

3
2

3
1o

 ,   όπου λ = 
3
a

 

 
 
 
Διαπιστώσαμε, δηλαδή, ότι σε κάθε περίπτωση βρίσκουμε τις ίδιες 

ακριβώς πραγματικές εκφράσεις ( 2θ και θ ) και είναι κυρίως η 

μορφή του θ εκείνη, που χρωματίζει το τελικό αποτέλεσμα. 
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  
Εναλλακτικά 

Αν δεν είχαμε συμφωνήσει, νωρίτερα, ν' αποφύγουμε τις ανέσεις της 

παραγοντοποίησης εκείνης, η οποία συνακολουθεί − ως το 

φυσικότερο πράγμα στον κόσμο − την εύρεσης μιας πραγματικής 

ρίζας, θα μπορούσαμε να προχωρήσουμε στην παρακάτω 

παραλλαγή, ώστε ν' αποφύγουμε όλον αυτό το μπελά με τους 

μιγαδικούς  ... 

Με τη βοήθεια των σχέσεων (i), (iii)      q =  2θ3 και p =  3θ2  

η ανηγμένη (2) : 

z 3 + p z + q = 0 

γράφεται ως εξής : 

z 3  3θ2 z  2θ3 = 0 
 
Προχωρώντας, τώρα, σε παραγοντοποίηση με διάσπαση, έχουμε : 
 
z 3  3θ2 z  2θ3 = 0 

z 3  2θ2 z  θ2 z  2θ3 = 0 

z ( z 2  θ2 )  2θ2 ( z + θ ) = 0 

z ( z  θ ) ( z + θ )  2θ2 ( z + θ ) = 0 

( z + θ ) [ z( z  θ )  2θ2 ] = 0 

( z + θ ) ( z 2  θz  2θ2 ) = 0 
 

Η 2-βάθμια έχει ρίζες :   2θ ,  θ . Συνεπώς : 
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( z + θ ) ( z  2θ ) ( z + θ ) = 0 

( z + θ ) 2 ( z  2θ ) = 0 
 

Από την τελευταία γίνεται φανερό ότι έχουμε 3 πραγματικές ρίζες 

(εφόσον θℝ) : μία διπλή και μία φυσιολογική. 

 

zο = z1 =  θ   (διπλή) ,   z2 = 2θ 

 

Συνεχίζουμε όπως προηγουμένως, θεωρώντας τις δύο περιπτώσεις, 

όμοια κι απαράλλαχτα, αναλόγως του προσήμου του q. 
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  
 
 
 Παράδειγμα 2 
 
  
 Έστω η εξίσωση : (χ  2)2 (χ + 1) = 0    

  χ3 − 3χ2 + 4 = 0 

  a = −3 , b = 0 , c = 4 
 
 Όπως και προηγουμένως, γνωρίζοντας τις λύσεις εκ των 

προτέρων, δοκιμάζουμε τις σχέσεις στις οποίες καταλήξαμε, αν 

λειτουργούν σωστά. Υπολογίζουμε τις σταθερές p και q : 

 p = 
3

3ba2     και   q = 
27

c27ab9a2 3 

 
 

 p = 3
3
9


    και   q = 2

27
54

27
108054




 > 0 

 Έχουμε επίσης :   λ = 1
3
3

3
a




  

  

 και :   Δ = 0
27
27

44
27
p

4q
3

2   

  

 Με το τελευταίο, επαληθεύουμε ότι η επιλύουσα έχει όντως μία 

διπλή πραγματική ρίζα, ώστε ν' αποφασίσουμε για την πορεία 

που θ' ακολουθήσουμε, στη συνέχεια. 

 Το q προέκυψε θετικό, συνεπώς, θα πρέπει να εφαρμόσουμε 

τους αντίστοιχους τύπους, δηλαδή : 
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















λ
2
q

 2x

λ
2
q

xx

 

3
2

3
1o

      

















11
2
2

 2x

21
2
2

xx

 

3
2

3
1o

 

 
 

  
 
 
 Παράδειγμα 3 
 
  
 Έστω η εξίσωση : (χ + 3)2 (χ  1) = 0    

  χ3 + 5χ2 + 3x  9 = 0 

  a = 5 , b = 3 , c = 9 
 
 Κατά τα συνηθισμένα, υπολογίζουμε τα p και q : 

 p = 
3

3ba2     και   q = 
27

c27ab9a2 3 

 
 

 p = 
3
16    και   q = 

27
128

27
243135250




 < 0 

  

 Είναι επίσης :   λ = 
3
5

3
a
  

  

 και :   Δ = 0
27

22
27
16

4
27

128
27
p

4q 2

1414

2

3

2

23
2 


  

  

 Με εφαρμογή των αντίστοιχων τύπων, για Δ = 0 και q < 0 

έχουμε : 
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















λ
2
q

 2x

λ
2
q

xx

 

3
2

3
1o

   















1
3
3

3
5

3
4

 2x

3
3
5

3
4

3
5

54
128

xx

 

2

3
1o
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Δ > 0 τότε έχουμε 2 ρίζες πραγματικές και άνισες : 

y 1 = 
27
p

4
q

2
q 32

    ,   y 2 = 
27
p

4
q

2
q 32


 

Θα εξετάσουμε τώρα τις τρεις περιπτώσεις, που προκύπτουν από 

τους διάφορους συνδυασμούς προσήμων των y1, y2 . Χρειάζεται να 

έχουμε πάντα κατά νου, όσα αναφέραμε στην παρατήρηση, που 

παρεμβάλαμε λίγες σελίδες νωρίτερα. 

 
 

 Παρατηρούμε, επιπλέον, ότι οι παραστάσεις 
2
3

i
2
1
  και 

2
3

i
2
1
  είναι η μία αντίστροφη της άλλης, δηλαδή : 

2
3

i
2
1

4
3

4
1

2
3

i
2
1

2
3

i
2
1

2
3

i
2
1

2
3

i
2
1

2
3

i
2
1

1
















































   (5) 

 
  
και αντιστοίχως : 
 
 

2
3

i
2
1

...

2
3

i
2
1

1



   (5) 
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Με βάση τα προηγούμενα, λοιπόν, παίρνουμε τις περιπτώσεις : 
 
 
  Αν έχουμε 2 ρίζες θετικές, δηλαδή y1 > 0 , y2 > 0 τότε : 
 

 y1 y2 = 
27
p3

    
0yy

0p

21 


    3

3
3

21 27
p

 yy        
3
p
 yy 3

2
3

1   

   
3

1

3
2 y 3

p
 y   

 Συνεπώς, η αντικατάσταση Vieta μας δίνει : 

  zο = 
o

o w3
p

w   = 
3

1

3
1 y3

p
y


  =   3

2
3

1 yy   

 

  z1 = w1  
1w3

p
 = 





















2
3

i
2
1

y3

p
2
3

i
2
1

y
3

1

3
1   

  
)5(

    


















2
3

i
2
1

y
2
3

i
2
1

y 3
2

3
1  

 

  z2 = w2  
2w3

p
 = 





















2
3

i
2
1

y3

p
2
3

i
2
1

y
3

1

3
1   

)5(
    



















2
3

i
2
1

y
2
3

i
2
1

y 3
2

3
1  
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  Αν έχουμε 2 ρίζες αρνητικές, δηλαδή y1 < 0 , y2 < 0 τότε : 
 

 y1 y2 = 
27
p3

    
0yy

0p

21 


   3

3
3

21 27
p

 yy        

   
3
p
 yy 3

2
3

1   

   
3
p
 yy 3

2
3

1 
   
   

3
1

3
2

y 3

p
 y   

 Συνεπώς, η αντικατάσταση Vieta μας δίνει : 

  zο = 
o

o w3
p

w   = 
3

1

3
1

y3

p
y


  =   3

2
3

1 yy   

 

  z1 = w1  
1w3

p
 = 





















2
3

i
2
1

y3

p
2
3

i
2
1

y
3

1

3
1    

)5(
  

  


















2
3

i
2
1

y
2
3

i
2
1

y 3
2

3
1  

 

  z2 = w2  
2w3

p
 = 





















2
3

i
2
1

y3

p
2
3

i
2
1

y
3

1

3
1    

)5(
  

  


















2
3

i
2
1

y
2
3

i
2
1

y 3
2

3
1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 



40 
 

 
  Αν έχουμε 2 ρίζες ετερόσημες, δηλαδή y1 > 0 > y2 τότε : 
 

 y1 y2 = 
27
p3

    
0yy

0p

21 


    3

3
3

21 27
p

 yy        
3
p
 yy 3

2
3

1   

   
3

1

3
2 y 3

p
 y   

 Συνεπώς, η αντικατάσταση Vieta μας δίνει : 

  zο = 
o

o w3
p

w   = 
3

1

3
1 y3

p
y


  =   3

2
3

1 yy   

 

  z1 = w1  
1w3

p
 = 





















2
3

i
2
1

y3

p
2
3

i
2
1

y
3

1

3
1    

)5(
    



















2
3

i
2
1

y
2
3

i
2
1

y 3
2

3
1  

 

  z2 = w2  
2w3

p
 = 





















2
3

i
2
1

y3

p
2
3

i
2
1

y
3

1

3
1     

)5(
    



















2
3

i
2
1

y
2
3

i
2
1

y 3
2

3
1  

 
 
Τελικά, σε κάθε περίπτωση θα είναι : 
 
 
















λzx

λzx

λzx

  

22

11

oo

 ,   όπου λ = 
3
a
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  
 
 
 Παράδειγμα 4 
 
  
 Έστω η εξίσωση : (χ + 1)(χ2 + χ + 1) = 0    

  χ3 + 2χ2 + 2χ + 1 = 0 

  a = 2 , b = 2 , c = 1 
 
 Όπως και προηγουμένως, υπολογίζουμε τις σταθερές p και q : 

 

 p = 
3

3ba2     και   q = 
27

c27ab9a2 3 

 
 

 p = 
3
2

3
64


    και   q = 
27
7

27
273616




 

 Έχουμε επίσης :   λ = 
3
2

3
a
  

  

 και :   Δ = 
2

222

3
2

27
9

27
81

27
8

4
27
49

27
p

4q 





  > 0 

  

 Η θετική διακρίνουσα μας δίνει την επιβεβαίωση να 

προχωρήσουμε, πλέον, στην εφαρμογή των αντίστοιχων τύπων 

που συζητήσαμε νωρίτερα. 

 Υπολογίζουμε ξεχωριστά : 

 y 1  = 
27
p

4
q

2
q 32

  = 22 27
8

274
49

54
7




  = 
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  2274
3249

54
7




  = 
54
81

54
7
  = 

54
9

54
7
  = 

27
1

 > 0 

  και ισοδύναμα :   3
1y  = 3

27
1

 = 
3
1 

 
y 2  = 

27
p

4
q

2
q 32

  = 22 27
8

274
49

54
7




  = 

  2274
3249

54
7




  = 
54
81

54
7
  = 

54
9

54
7
  = 

27
8

  < 0 

  και ισοδύναμα :   3
2y  = 3

27
8

 = 
3
2  

 
 
 Επομένως, χρειάζεται ν' ακολουθήσουμε τους κανόνες που 

αφορούν στην περίπτωση των δύο ετερόσημων ριζών. Αμ' έπος, 

αμ' έργον, έχουμε λοιπόν : 

 
 Επομένως, για την πρώτη λύση xο = zο − λ παίρνουμε : 
 

 
χο =  3

1y   3
2y   λ 

 Έτσι, καταλήγουμε εύκολα στην πρώτη μας ρίζα : 

 χο = 3
1y   3

2y   
3
a

 = 
3
2

3
2

3
1

  = 1
 

 
 χ1 = z1  λ = 

 
3
2

2
3

i
2
1

3
2

2
3

i
2
1

3
1


















  = 

 
6
4

6
32

i
6
2

6
3

i
6
1

  = 
2
3

i
2
1
  

 

 

 
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 χ2 = z2  λ = 

 
3
2

2
3

i
2
1

3
2

2
3

i
2
1

3
1


















  = 

 
6
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6
32

i
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i
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1

  = 
2
3

i
2
1
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 

 
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Σημείωμα του Επιμελητή 
 
Η καταγραφή ενός τελικού τύπου, συναρτήσει των αρχικών 

συντελεστών είναι σχετικά (έως πολύ) άβολη. Π.χ. μόνο για την 

πρώτη λύση έχουμε : 

 

χο =   zο  λ   =   
3
a

yy 3
2

3
1 

 

=   
3
a

27
p

4
q

2
q

27
p

4
q

2
q 3

32
3

32

  

  
 

Πιάστε τώρα να κάνετε αντικατάσταση τα p, q και σύντομα θα 

καταλάβετε τι εννοούμε. Εδώ επιχειρήσαμε μια γενική προσέγγιση, 

βασισμένη στην απλοποιημένη μορφή (1) . Οι συνήθεις προσεγγίσεις 

γενικών τύπων, που συναντά κανείς σε μια επιπόλαιη αναζήτηση, 

αναφέρονται συνήθως σε εξισώσεις, στις οποίες δεν έχει γίνει 

απαλοιφή του τριτοβάθμιου συντελεστή (ποιος τρελός;), συνεπώς 

περιλαμβάνουν τέσσερις, αντί για τρεις μόνον παραμέτρους. Μια 

τέτοια περίπτωση, για παράδειγμα, είναι και η παρακάτω : 

 

χο  =  
 
   3 2233223

23

da27abc9b2ac3b4da27abc9b2a3

ac3b2
a3
b






 

+   
   

a23

da27abc9b2ac3b4da27abc9b2
3

3 2233223



  
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όπου a, b, c, d αρχικοί συντελεστές. Αντίστοιχο επίπεδο 

πολυπλοκότητας (αν όχι μεγαλύτερο) ακολουθούν και οι σχέσεις 

των άλλων ριζών − όπως φυσικά και οι σχέσεις των ανθρώπων. 

Γνώμη μας είναι ότι τέτοιοι τύποι, οι οποίοι με δυσκολία θα 

χωρούσαν σε ένα φοιτικό σκονάκι, στερούνται κομψότητας κι αν 

υπάρχει καμιά καούρα να σημειώνονται είναι ίσως μόνο κατ' 

ανάγκην μαθηματικής πληρότητας ή − έστω − για την σύνθεση 

προγραμματιστικών αλγόριθμων. Στην πράξη, εργαζόμαστε 

σταδιακά, χτίζοντας τις λύσεις από τα επιμέρους, όπως έχει γίνει 

ήδη φανερό, τουλάχιστον, σε όσους έριξαν μια πρόχειρη ματιά στα 

παραδείγματα που προηγήθηκαν. 

 

Τέλος, δίχως να εμβαθύνουμε σε τίποτε πολυωνυμικές θεωρίες, 

είναι χαριτωμένο να σημειώσουμε ότι διακρίνουσα ορίζεται για 

πολυωνυμικές εξισώσεις, οποιουδήποτε βαθμού. Συνεπώς και σε 

ό,τι αφορά στις δικές μας τριτοβάθμιες, έχουμε και λέμε : 

 
 

Δ = b2c2  4ac3  4b3d  27a2d2 + 18abcd 
 
 
όπου a, b, c και d οι αντίστοιχοι συντελεστές. Τελικά, ισχύει ότι : 
 

 Δ3 > 0  3 άνισες, πραγματικές ρίζες. 

 Δ3 = 0  2 πραγματικές ρίζες, η μία διπλή. 

 Δ3 < 0  1 πραγματική και 2 συζυγείς μιγαδικές ρίζες. 
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Μέρος Δεύτερο 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 « Ιστορία μου, αμαρτία μου » 
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ποιοσδήποτε κάμει, τώρα,  τον κόπο ν' αναζητήσει κι ο ίδιος την 

άκρη του νήματος που ξεδιπλώσαμε εδώ − όσο επέτρεψαν οι 

δυνάμεις μας − δε θ' αργήσει ν' αντιληφθεί ότι παράλληλα με τις 

ιστορίες των εξισώσεων, κυλούν κι οι ιστορίες των ανθρώπων που 

κρύβονται πίσω τους. Θα διαπιστώσει, εν τέλει, ότι οι τελευταίες 

δεν υστερούν συχνά στο παραμικρό, σε σχέση με τις πρώτες, σε 

εκπλήξεις, γοητεία και διδάγματα. Κι έτσι, θα κλείσω ετούτο το 

πρώτο (μπορεί και μοναδικό) Μαθηματικό Σημείωμα, επιχειρώντας 

μια προσωπική προσέγγιση ετούτης της συναρπαστικής ιστορίας, 

όχι για κανένα λόγο σοβαρό, άλλον από τη χαρά της ίδιας της 

διήγησης. 

 

Α - Τα πρόσωπα 

 Οι πρώτες, λοιπόν, περιπέτειες των ανθρώπων με τις εξισώσεις 

− και δη τις πολυωνυμικές − χάνονται στα βάθη των αιώνων κι άμα 

πιάσει κανείς να τις ακολουθήσει στην πηγή τους, το διάβα του θα 

διασταυρωθεί ξανά με τους κλασικούς γνωστούς−αγνώστους : 

Βαβυλωνίους, Αιγυπτίους, Έλληνες και κάποτε τους Κινέζους, τους 

Ινδούς, τους Άραβες. Όρεξη να 'χεις να διαβάζεις. 

 Ωστόσο, εμείς θα πιάσουμε το νήμα, κάπου εκεί γύρω στο 1494, 

χρονιά στην οποία ο Ιταλός Μαθηματικός Luca Pacioli αποφασίζει να 
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εκδόσει το έργο του «Summa de Arithmetica». Ετούτος ο Pacioli 

(1447 −1517), να πούμε, δεν ήτανε κανάς τυχαίος, αλλά κολλητάρι 

και συνεργάτης του Λεονάρντο Ντα Βίντσι (1452 − 1519) κι αυτό από 

μόνο του, ίσως υπονοεί πολλά για την ποιότητα του ανθρώπου και 

το εύρος του πνεύματός του. Με μια επιπόλαιη ματιά στα του βίου 

του, εύκολα θα διαπιστώσει κανείς ότι ο Pacioli άφησε τη σφραγίδα 

του στα μαθηματικά της εποχής, αλλά παρά τα χαρίσματά του δεν 

έπαυε κι ο ίδιος να δεσμεύεται από αυτό ακριβώς : την εποχή του. 

 Γιατί δεν πρέπει να ξεχνούμε ότι τα μαθηματικά, όπως και κάθε 

επιστήμη, δεν είναι υπόθεση ενός ατόμου, οσοδήποτε ευφυούς και 

ξεχωριστού, αλλά κοινή υπόθεση και συνάρμοση ολάκερης της 

κοινωνίας των ανθρώπων. Και, μάλιστα, όχι μόνον οριζόντια μεταξύ 

των ανθρώπων της ίδιας εποχής, αλλά και κάθετα, τέμνοντας όλες 

τις εποχές του Ανθρώπου, από τη σύλληψη της πρώτης λογικής 

συνεπαγωγής μέχρι σήμερα. Κι έτσι στη «Summa» του, ο Pacioli 

θεώρησε ατυχώς ότι η επίλυση μιας τριτοβάθμιας πολυωνυμικής 

ήταν, λίγο-πολύ, εγχείρημα αδύνατο. Κατόπιν, κατέβασε ρολά και 

κληροδότησε τη σχετική πρόκληση προς πάντα ενδιαφερόμενο, 

πιθανότατα για να περάσει τα τελευταία χρόνια της ζωής του 

παίζοντας σκάκι με τον αγαπημένο του φίλο. 

 Δεν πρέπει, ωστόσο, να πέρασε πολύς καιρός, όταν ένας 

μαζεμένος και ήσυχος Μαθηματικός από τη Μπολόνια, πήρε την 

πρόκληση πάνω του και την έφερε, τελικά, εις πέρας. Ο Scipione 

del Ferro (θα τον συναντήσετε και ως dal Ferro) (1465 − 1526) 

κατάφερε κάποτε να κυριαρχήσει επί της ανηγμένης τριτοβάθμιας  

χ3 + px + q = 0 , αλλά ήταν ο μόνος που χάρηκε. Βλέπετε, ο Del 

Ferro ήταν ένας εξαιρετικά κρυψίνους άνθρωπος και δε γούσταρε 
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πολλά−πολλά με τη μαθηματική κοινότητα. Δεν εξέδωσε ποτέ 

κανένα του έργο, παρά προτιμούσε να μοιράζεται τις σκέψεις του, 

μόνο στα πλαίσια ενός στενού κύκλου φίλων και μαθητών. 

 Έχουν προταθεί διάφορα κουτσομπολιά γι' αυτή του τη στάση, 

μεταξύ των οποίων, το πλέον κακεντρεχές τον θέλει να φοβάται και 

την παραμικρή αντιπαράθεση. Βλέπετε, εκείνη την εποχή − όπως θα 

γίνει φανερό − ήταν πολύ της μοδός να σέρνουν ο ένας Μαθηματικός 

τον άλλο σε δημόσιες αναμετρήσεις, όπου ο νικητής χανόταν στο 

ηλιοβασίλεμα, αγκαλιά με το κορίτσι, κι ο χαμένος γινόταν ρόμπα 

και ρεντίκολο της κοινωνίας, τρώγοντας ενίοτε πόδι κι απ' το 

Πανεπιστήμιο, όπου εργαζόταν. Ετούτο το πόδι, πολύ τον φόβιζε 

τον del Ferro, λένε οι κακές γλώσσες, κι έτσι παρέμεινε σ' όλη του 

τη ζωή προστατευμένος από την αφάνεια. Πολύ περισσότερο, 

κρατούσε έτσι και το σχετικό πλεονέκτημα, σε περίπτωση 

αναπόφευκτης αναμέτρησης, έχοντας 2−3 άσους καλά κρυμμένους 

στο μανίκι του. Όλα κι όλα, που μας άφησε αυτός ο ιδιόρρυθμος 

άνθρωπος, ήταν το σημειωματάριο με τις σημαντικότερες 

ανακαλύψεις του, το οποίο θα ξεθάψει μετά από καιρό ένας άλλος 

πρωταγωνιστής αυτής της εποποιίας, ο Gerolamo (ή Girolamo) 

Cardano (1501 − 1576). Αυτός ο τελευταίος, μολονότι καλό κουμάσι 

για την εποχή του κι ενώ θα μπορούσε κάλλιστα να ιδιοποιηθεί την 

ανακάλυψη, όταν εκδίδει το πιο σημαντικό έργο του − την «Ars 

Magna» − δεν παραλείπει να αποδώσει τα εύσημα στον del Ferro, 

σημειώνοντας ρητά ότι η μέθοδος που παραθέτει δεν είναι άλλη από 

εκείνη του συγχωρεμένου. Και μπράβο του, το παληκάρι. 

 Αλλά το θέμα ετούτο με τον Cardano είναι μόνο η τελευταία 

πράξη ενός δράματος, που έχει ξεκινήσει πολλά χρόνια νωρίτερα. 
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Στα τελευταία του, ο del Ferro καλεί στη νεκρική του κλίνη τον 

αγαπημένο του μαθητή Antonio Maria del Fiore (ή σκέτο Fior) και, 

λίγο πριν ξεψυχήσει, του αποκαλύπτει την πολυθρύλητη λύση. 

Τώρα, λίγη σάλτσα δεν έβλαψε ποτέ κανέναν, ειδικά αν οφελεί τη 

δραματουργία. Ήταν ο Antonio, όντως, ο αγαπημένος μαθητής του 

del Ferro; Έγιναν ολά ετούτα, όντως, στο παρά πέντε; Ο γράφων, 

πραγματικά, δεν έχει ιδέα. Κι ωστόσο, αυτό που είναι αλήθεια, είναι 

πως ο del Fiore βρέθηκε από τη μια στιγμή στην άλλη κάτοχος ενός 

ισχυρού πνευματικού όπλου, του οποίου όμως δε φάνηκε στο 

παραμικρό αντάξιος. Ιδιοσυγκρασία έως και 180° αντίθετη του 

δασκάλου του (για να μην πούμε 360°), ο Αντωνάκης ψωνίστηκε με 

τη μία κι εθεώρησε εαυτόν κάτοχο ικανοτήτων, που δεν κατείχε 

ούτε σε κλασματική απόσταξη. Άρχισε να κυκλοφορεί στην πιάτσα 

καγχάζοντας και κομπάζοντας, πως ήταν ο μοναδικός που μπορούσε 

να επιλύει ανηγμένες τριτοβάθμιες, αλλά στην πραγματικότητα δεν 

είχε προχωρήσει βήμα πιο πέρα απ' το δάσκαλό του. 

 Σε μια έξαρση αλαζονείας, το 1535, αποφασίζει να προσκαλέσει 

σε αναμέτρηση έναν Μαθηματικό ανερχόμενης φήμης από τη 

Βενετία, ονόματι Niccolo Fontana (1499 − 1557), περισσότερο 

γνωστό ως Tartaglia, που σήμαινε «τραυλός». Αυτός ο τελευταίος  

γυρνούσε, εδώ κι εκεί, διαδίδοντας πως γνώριζε να επιλύει 

τριτοβάθμιες της μορφής aχ3 + bx2 + d = 0 , απαλείφοντας το 

δευτεροβάθμιο όρο. Ο del Fiore, όπως όλες οι μετριότητες, 

δυσκολεύεται να χωνέψει ότι υπάρχει κάποιος εξίσου έξυπνος ή 

εξυπνότερος. Κάποιοι λένε, ακόμα, πως υποψιάζεται τον Tartaglia 

γι' απατεωνιά − ότι δηλαδή, ο τελευταίος, βρήκε τρόπο να βάλει 

χέρι στις σημειώσεις του δασκάλου του. Σε κάθε περίπτωση, δίκαια 

ή άδικα, γυρεύοντας ν' αποκαταστήσει την αλήθεια ή το προσωπικό 
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του κύρος, ο Αντώνιος υποτιμά τον αντίπαλό του και το 1535 

ξεκινούν οι εχθροπραξίες. Πιάνουν να εκτοξεύουν εξισώσεις ο ένας 

στο δόξα πατρί του άλλου, ώσπου να πέσει ο πρώτος από 

εγκεφαλικό. Ο Tartaglia στέλνει στον del Fiore μια λίστα από 30 

προβλήματα του στιλ του κι ο δεύτερος του απαντά με μια 

καινούργια λίστα 30 ανηγμένων. Ο Tartaglia παίρνει πένα, χαρτί και 

σπιρουλίνα και πέφτει με τα μούτρα στη δουλειά. Αποτέλεσμα; ο 

Tartaglia θριαμβεύει : επιλύει τα πάντα, όταν ο αντίπαλός του τρώει 

ακόμα τα νύχια του. Έξι χρόνια μετά, το 1541, ο Niccolo έχει 

ολοκληρώσει και τη γενική λυση της τριτοβάθμιας κι έτσι πια δεν 

του τη βγαίνει κανείς. Ο θρίαμβός του είναι ολοκληρωτικός κι 

αδιαμφισβήτητος. 

 Από το '39 ωστόσο ο Νικόλας δεν είναι πια μόνος στη ζωή. Έχει 

αποδεχτεί την πρόσκληση φιλοξενίας του συναδέλφου του Gerolamo 

Cardano, ο οποίος του τάζει πετραχήλια και μαικήνες, με την 

πρόφαση να τον εξασφαλίσει οικονομικά. Στην πραγματικότητα 

όμως − κι αυτό είναι το πιθανότερο, αναλογιζόμενοι τ' ανθρώπινα 

πάθη − ο Cardano μάλλον κόντευε να σκάσει και το 'χε βάλει αμέτι 

μουχαμέτι, ν' αποσπάσει και την παραμικρή πληροφορία από τα 

χείλη του Tartaglia, σε ό,τι αφορά στις ανηγμένες τριτοβάθμιες. 

 Εδώ η ιστορία τραβάει δυο εκδοχές κι οι μόνοι που ξέρουν τι 

πραγματικά συνέβη μας έχουν αφήσει αιώνες. Στη μία από αυτές, 

φαίνεται πως ο Cardano κορόιδεψε ψιλό γαζί τον Tartaglia, 

καταφέρνοντας τελικά να χώσει την ποδάρα του πολύ βαθιά στα 

ξένα μαθηματικά χωράφια. Σύμφωνα με την άλλη, επρόκειτο για μία 

μεγάλη παρεξήγηση, η οποία μας τραβάει παράκαμψη ξανά πίσω 



52 
 

στον del Ferro. Και να πώς μπορεί να γίνανε τα πράγματα, σε 

γενικές γραμμές. 

 Ο Cardano, μάλλον, πρέπει να του 'χε γίνει πολύ στενός κορσές 

του Tartaglia, αλλά ας όψεται η ανάγκη. Κάτω από τη συνεχή πίεση, 

την κρεβατομουρμούρα και ποιος ξέρει τι ανταλλάγματα, ο Tartaglia 

κάποτε λυγίζει κι αποκαλύπτει στον Cardano τα πάντα. Μα 

παράλληλα, τον ορκίζει να μην αποκαλύψει και να μη δημοσιεύσει 

το παραμικρό. 

Στο σημείο αυτό, παίζουν διάφορα χαριτωμένα. Ο Tartaglia, 

προφανώς από ανασφάλεια, παραδίδει τις γνώσεις του 

κωδικοποιημένες υπό μορφή ποιήματος. Άμα το διαβάσει κανείς θα 

χαρεί που ο Tartaglia ασχολήθηκε, τελικά, με τα μαθηματικά. 

Δυστυχώς, στο ποίημα τούτο ούτε η ποιητική τέχνη δοξάζεται : 

« Όταν ο κύβος και το πράμα δίπλα του / ισούται μ' έναν άλλο 

ακέραιο αριθμό κ.τ.λ. » 

ούτε τα μαθηματικά αντέχουν πολύ, ώσπου να υποκύψουν. Από το 

ζόρι να του κάτσει ομοιοκαταληξία (ίσως κι από επιφυλακτικότητα, 

απέναντι στον οικοδεσπότη του), ο Tartaglia μεταφέρει κάποιους 

κανόνες λανθασμένα κι ο Cardano σπάει το κεφάλι του. Λέγεται 

ακόμα ότι ο Tartaglia όρκισε τον Cardano να περιμένει όχι για 

πάντα, παρά για 6 πάνω-κάτω χρόνους, δίνοντας έτσι και στον ίδιο 

τη δυνατότητα να δημοσιεύσει. Στο διάστημα όμως που ακολουθεί 

(1539 − 1545), ο Tartaglia δε φαίνεται να δημοσιεύει και τίποτα της 

προκοπής πάνω στις τριτοβάθμιες. Από την άλλη ωστόσο θριαμβεύει 

σε άλλον κλάδο, καθώς το 1543 εκδίδει την πρώτη ιταλική 

μετάφραση των Στοιχείων του Ευκλείδη. 
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Όπως λέγαμε, λοιπόν, ο Cardano απ' τη χαρά του αποδέχεται όλους 

τους όρους του Tartaglia. Πιάνει κι ορκίζεται όπου να 'ναι : στο Δία, 

στη Στύγα και στα κόκκαλα της γιαγιάς του. Όταν όμως λίγο καιρό 

μετά, με τη συνδρομή του πολύτιμου βοηθού και μαθητή του 

Lodovico Ferrari (1522 − 1565) ανακαλύπτουν κι αυτοί με τη σειρά 

τους τη γενική μέθοδο επίλυσης, διαπιστώνουν ότι τα χείλη τους 

είναι σφραγισμένα από τον όρκο, καθώς η μέθοδός τους στηρίζεται 

κατά κύριο λόγο στην επίλυση της ανηγμένης, που τους είχε 

εκμυστηρευθεί ο Tartaglia. Φύσαγαν και ξεφύσαγαν, ετούτοι οι δύο 

κι άμα τους έπιανες από τη μύτη θα έσκαγαν. Αλλά παρ' όλη τη 

σκασίλα και την επιμονή τους, λίγη τσίπα πρέπει να την είχαν τα 

παιδιά, μιας κι ακόμα δεν αποφασίζουν να προχωρήσουν σε 

δημοσίευση. 

 Ώσπου μια μέρα, εκεί που ο Ferrari ανακάτευε κάτι τορτελίνια, 

να μην κολλήσουν, του 'ρθε και του 'κατσε τούτη η θαυμάσια ιδέα : 

αν ο Tartaglia ήτανε μια διέξοδος, ωστόσο δεν ήτανε η μόνη. Πιάνει 

τον Cardano, τα συζητάνε κι αποφασίζουν να ταξιδέψουν πίσω στο 

σημείο μηδέν, στο σημείο όπου όλα ξεκίνησαν · μ' άλλα λόγια στη 

Μπολόνια και στα γραπτά του del Ferro. Παίρνουν τα όρη πίσω τους 

και τα βουνά μπροστά τους, μια και δυο, φτάνουν στη Μπολόνια, 

όπου και συναντούν το γαμπρό του από χρόνια αποδημήσαντα del 

Ferro, κάποιον Hannival Nave, ο οποίος ήταν κάποτε και μαθητής 

του. Ετούτος ο Χανίβαλος, εκτός από τη θέση του πεθερού του στο 

Πανεπιστήμιο της Μπολόνια είχε κληρονομήσει και κάτι απείρως 

σημαντικότερο : το ίδιο το σημειωματάριό του! Μάλιστα. Περιττό, 

φυσικά, να μεταφέρουμε στον αναγνώστη τις αντιδράσεις των 

Cardano και Ferrari, όταν τελικά κράτησαν στα χέρια τους τα 

πολύτιμα γραπτά. Χοροπηδούσαν σαν μικρά παιδιά, αγκάλιαζαν και 
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φιλούσαν όποιον έβρισκαν μπροστά τους και, μάλιστα, μερικοί 

κακόγλωσσοι επιμένουν πως τους άκουσαν να στολίζουν τον 

Tartaglia με διάφορα πικάντικα επίθετα και ρήματα, από εκείνα που 

τόσο σκαμπρόζικα, μόνο οι γνήσιοι ιταλιάνοι μπορούν και 

σκαρφίζονται. 

 Η μικρή μαθηματική συμμορία των δύο θεωρεί τώρα − και 

μάλλον δίκαια − ότι μετά τις τελευταίες εξελίξεις ο όρκος τους προς 

τον Tartaglia έχει πάψει πια να τους δεσμεύει κι έτσι, το πρώτο 

πράγμα που κάνουν επιστρέφοντας, είναι ν' αφήσουν τις φιλοδοξίες 

τους να ξεδιπλωθούν απρόσκοπτα. Έτσι, στα 1545, χρονιά κατά την 

οποία θα έληγε ούτως ή άλλως ο εξαετής όρκος, ο Cardano εκδίδει 

την «Ars Magna» του, η οποία θεωρείται σήμερα μία από τις 

μεγαλύτερες επιστημονικές πραγματείες της πρώιμης Αναγέννησης, 

πλάι στο έργο του Κοπέρνικου και την Ανατομία του Βεσάλιου. Στο 

έργο του αυτό, μεταξύ άλλων αξιοπερίεργων, περιλαμβάνεται τόσο 

η δική του γενική επίλυση της τριτοβάθμιας, όπου − καθώς 

προαναφέραμε − αποδίδει στον Del Ferro τη δέουσα τιμή, όσο και η 

γενική επίλυση της τεταρτοβάθμιας − ναι, ακριβώς! − την οποία είχε 

στο μεταξύ επιτύχει ο καλός του Ferrari, ήδη απ' το 1540, και 

βασιζόταν άρρηκτα σ' εκείνη της τριτοβάθμιας. 

 Ο Tartaglia το φυσάει και δεν κρυώνει, αλλα δεν τον παίρνει 

πια να πει λέξη. Για χρόνια το 'παιζε στον Cardano δύσκολος και 

πολλά βαρύς, σαν να 'ταν ο μοναδικός ευφυής άνθρωπος στον 

πλανήτη και τώρα τι; γύρευε τα ρέστα; Όχι, δεν έπαιξε καλά τα 

χαρτιά του, όλο αυτό το διάστημα, κι είχε πλέον φτάσει η ώρα να 

πληρωθεί το τίμημα. Κάποτε αποφασίζει να διαμαρτυρηθεί και να 

γυρέψει δικαίωση. Τώρα να πούμε, είτε δεν είχαν καλούς 
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δικηγόρους εκείνη την εποχή, είτε δεν είχαν πολύ φαντασία, ο 

Tartaglia απαιτεί ξανά-μανά μονομαχία. Του Cardano δεν του 

καίγεται καρφί − έχουμε και σοβαρότερα πράματα ν' ασχοληθούμε − 

και του ρίχνει άκυρο, απορρίπτοντας την πρόκληση. Ο θρύλος λέει 

ότι, κάποτε, είναι ο Ferrari που τελικά την αποδέχεται και 

αναλαμβάνει την υπεράσπιση του δασκάλου του. Μα ο Ferrari δεν 

είναι τίποτα del Fiore, να χάριζει κάστανα. Η πανωλεθρία του 

Tartaglia επέρχεται δριμεία και τον στέλνει στ' αζήτητα της Ιστορίας 

: χάνει γόητρο και εισοδήματα, κερδίζει όμως την όμορφη εμπειρία 

κι ίσως − ποιος το ξέρει − και μερικές ξανάστροφες. 

 Μα στο σημείο αυτό, αξίζει να πούμε δυο λόγια παραπάνω, για 

τούτον εδώ τον Cardano. Άνθρωπος από πολύ περίεργη πάστα κι η 

ζωή του δεν ξεκίνησε με τις καλύτερες προϋποθέσεις. Η μητέρα του, 

προσπάθησε επανειλημμένα να τερματίσει την εγκυμοσύνη της, 

αλλά για κάποιο λόγο το παιδί αυτό δεν έλεγε να το βάλει κάτω. Η 

μοίρα την τιμώρησε αργότερα, σκληρά : τρεις μέρες πάλευε να 

γεννήσει και τρεις μέρες το σκασμένο δεν έλεγε να βγει. Τελικά, 

όπως γράφει κι ο ίδιος στ' απομνημονεύματά του, τον αποσπάσανε 

δια της βίας. Όλα αυτά τα θλιβερά συνέβησαν στο Μιλάνο, αλλά με 

το πέρας του τοκετού, μάνα και γιος το σκάνε στην Παβία, 

προκειμένου να γλιτώσουν από την πανώλη. Ο πατέρας του Cardano 

ο Fazio, άνθρωπος με εξαιρετικό πνεύμα, εκτός από νομομαθής, 

ήταν άριστος γεωμέτρης και πολύ φίλος (κι ετούτος) του Ντα Βίντσι, 

ο οποίος ενίοτε τον συμβουλευόταν. Αλλά - όπως συμβαίνει αβέρτα 

και σε πολλούς σύγχρονους γονείς - η ιδιαίτερη ευφυία δεν 

προσφέρει την παραμικρή ωφέλεια σ' ανθρώπους με στενή καρδιά. 

Κι έτσι ο μέγας γεωμέτρης και νομομαθής Fazio γύρευε να κάνει το 

γιο του σαν τα μούτρα του. Έβλεπε στο πρόσωπο του Gerolamo 
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έναν μικρό Fazio, ένα συνεχιστή της μούχλας και της νομομάθειας. 

«Στρωμένη δουλειά, βρε αχαΐρευτε» του φώναζε. Τα ίδια που λένε 

και σήμερα. O Gerolamo όμως δε μάσαγε. Τα βρόντηξε όλα και την 

έκανε για το Πανεπιστήμιο της Παβία, να σπουδάσει Φιλοσοφία κι 

Επιστήμες, που τα λάτρευε. 

 Για να μην τα πολυλογούμε παραπάνω, ο απίστευτος Cardano 

τζούνιορ, αφού περνάει από σαράντα κύματα, καταλήγει μερικά 

χρόνια αργότερα στο Μιλάνο με έδρα Μαθηματικών και πτυχίο 

Ιατρικής! Μολονότι άνθρωπος εκκεντρικός και φίλερις, κανείς δεν 

μπορούσε να αμφισβητήσει την οξύτητα της ευφυίας και τις 

ικανότητές του. Σύντομα, έγινε ένας από τους διασημότερους 

γιατρούς, με κονέ στην ψηλή κοινωνία και τα σχετικά, ώσπου 

φτάνει κάποτε να κουράρει τον ίδιο τον Πάπα. Ωστόσο, δεν έπαψε 

στιγμή να εξασκείται, παράλληλα, πάνω στις άλλες του μεγάλες 

αγάπες, δηλαδή τα μαθηματικά και τον ... τζόγο. Αθεράπευτος 

παίχτης, ο Cardano βρίσκει σε τούτη τη μανία του την αφορμή, να 

γράψει ένα ακόμα βιβλίο, αυτή τη φορά, πάνω στα «Παιχνίδια της 

Τύχης». Κι ήταν μ' άλλα λόγια αυτό, σα να λέμε : η πρώτη σοβαρή 

πραγματεία πάνω στα Μαθηματικά των Πιθανοτήτων. 

 Αλλά, είναι θαρρώ φόβος − αν αποφασίσει κανείς να συνεχίσει 

και πέρα από το σημείο αυτό − να πιάσει η διήγηση να πλατειάζει 

και να γίνεται ολοένα κουραστικότερη. Ετούτη η ενασχόληση με τ' 

ανθρώπινα, τα πάθη και τις αδυναμίες των πρωταγωνιστών, χωρίς 

να στερείται ενδιαφέροντος, θα μπορούσε να τραβήξει για πάντα 

και τελειωμό να μην έχουμε. Στο κάτω−κάτω, το πιο πικάντικο 

κομμάτι αυτής της περιόδου, άμα τη εκδόσει της Ars Magna, μάλλον 

ολοκληρώνει τον κύκλο του. Έφτασε, ίσως, η ώρα να περάσουμε 
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πλέον στο δεύτερο και τελευταίο μέρος της εξιστόρησης, όπου θ' 

ασχοληθούμε περισσότερο με τη μαθηματική πλευρά των 

πραγμάτων και την κλιμάκωση της σκέψης, όσο πιο συνοπτικά κι 

ανάλαφρα μπορούμε. 

 

Β - Οι Αριθμοί 

B1. Όπως λοιπόν έχουμε ήδη αναφέρει, πολλάκις, εκείνος ο 

μυστικοπαθής τύπος από τη Μπολόνια, o del Ferro, ήταν ο 

πρώτος που κατάφερε να φέρει την ανηγμένη μορφή στα 

μέτρα του. Και να μια ιδέα για το πώς μάλλον τα κατάφερε. 

 Ο del Ferro − τα λέμε και παρακάτω − φαίνεται πως 

εργαζόταν πάνω σε μια συγκεκριμένη μορφή ανηγμένης : 

 χ 3 + pχ = q   (1) 

 Τώρα, πώς ακριβώς-ακριβώς σκέφτηκε, το γνωρίζουν 

μονάχα εκείνοι που διαβάζουν από το πρωτότυπο. Πιθανόν, 

λοιπόν, ο del Ferro να παρατήρησε πως η γνωστή ταυτότητα 

(s  w) 3 , αν δουλευτεί κατάλληλα, είναι δυνατόν να πάρει τη 

μορφή της προηγούμενης ανηγμένης. Και για του λόγου το 

αληθές, ορίστε : 

 (s  w) 3 = s 3  3 s 2 w + 3 sw 2  w 3 

 (s  w) 3 = s 3  3sw (s  w)  w 3 

 (s  w) 3 + 3sw (s  w) = s 3  w 3 

 όπου θέτοντας x = s  w παίρνουμε την παρακάτω εξίσωση : 

 χ 3 + 3sw χ = s 3   w 3   (2) 
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 Από τη σύγκριση των (1) και (2), καταλαβαίνουμε ότι η 

επίλυση της (1) ανάγεται «απλά» στην εύρεση δύο αριθμών s 

και w τέτοιων, ώστε : 
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 Γίνεται πλέον φανερό, ότι τη μέθοδος του del Ferro οδηγεί 

στην ίδια ακριβώς εξίσωση, στην οποία είχαμε καταλήξει 

πολύ−πολύ νωρίτερα (στο Πρώτο Μέρος), με την 

αντικατάσταση Vieta. 

 Εφόσον, λοιπόν, x = s  w κι έχουμε την τύχη το 

προηγούμενο σύστημα να μας δώσει μια πραγματική ρίζα w, 

τότε η ολοκλήρωση της επίλυσης είναι πλέον παιχνιδάκι και 

μονόδρομος : αρκεί, τελικά, μια απλή παραγοντοποίηση της 

τριτοβάθμιας. 

B2. Για τον Tartaglia τα είπαμε, έστω και συνοπτικά. Προτού 

φτάσει σε μια γενική επίλυση, τα έφερνε βόλτα κυρίως με 
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τριτοβάθμιες της μορφής aχ3 + bx2 + d = 0. Σ' αυτόν 

αποδίδεται και η αντικατάσταση : 

 χ = z  
3
a

 

 η οποία απαλείφει τον δευτεροβάθμιο όρο και οδηγεί τελικά 

στην ανηγμένη μορφή. Από άλλους ωστόσο αποδίδεται στον 

Cardano και, τέλος πάντων, τρέχα γύρευε. Οι πηγές, ως προς 

αυτό το σημείο, είναι γενικά συγκεχυμένες ή απλά το 

προσπερνούν. 

Β3. Πιάσαμε όμως να μιλούμε, εδώ κι εκεί, για τριτοβάθμιες κι 

ίσως έχει δημιουργηθεί στον αναγνώστη η εντύπωση, ότι 

ένας τυπικός Μαθηματικός της εποχής βούταγε μια κόλλα 

χαρτί, ζωγράφιζε πάνω-πάνω μια πλήρη τριτοβάθμια με 

συντελεστές και κορδελάκια και κατόπιν έπεφτε βουρ στο 

ψητό, ξύνοντας το μούσι του κι αφήνοντας διάφορα «χμμμ», 

ως ενδείξη ότι δεν τον είχε πάρει ο ύπνος. 

 Στην πραγματικότητα, ωστόσο, και προτού οι ταλαίπωροι 

εκείνοι πρωτοπόροι νιώσουν ικανοί να ορθώσουν το 

ανάστημά τους, απέναντι στην γενική μορφή, προτιμούσαν να 

την πολιορκούν από χίλιες μεριές, μπας και βγάλουν άκρη. 

Ούτως ή άλλως, αυτή είναι και η συνηθισμένη τακτική, 

απέναντι σε κάθε πρόβλημα, το οποίο φαντάζει αρχικά 

σκοτεινό και απροσπέλαστο. Σάματις, έγινε διαφορετικά με 

το τελευταίο θεώρημα του Fermat; 

 Έτσι, χρόνια πριν καταλήξουν στη γενική επίλυση, οι 

Μαθηματικοί είχαν εξοικειωθεί με όλες τις ειδικές 
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περιπτώσεις, που είναι δυνατόν κανείς να συνάγει. Κι είχαν 

αυτές, ως εξής : 

 7 πλήρεις εξισώσεις 

 χ3 + ax2 + bx = c χ3 + bx = ax2 + c χ3 + ax2 + c = bx 

 χ3 + c = ax2 + bx χ3 + bx + c = ax2 χ3 = ax2 + bx + c 

 χ3 + ax2 = bx + c 

 3 εξισώσεις δίχως πρωτοβάθμιο όρο 

 χ3 + ax2 = c χ3 = ax2 + c χ3 + c = ax2  

 και 3 εξισώσεις χωρίς δευτεροβάθμιο όρο 

 χ3 + bx = c χ3 = bx + c χ3 + c = bx 

 Χαζεύοντας φυσικά τα προηγούμενα, θα είχε κανείς κάθε 

δίκιο ν' απορεί και να εξίσταται. Μα καλά, κοροϊδευόμαστε; 

Σε κάθε περίπτωση, οι εξισώσεις ταυτίζονται αισχρά και 

τούτο το καταλαβαίνει ακόμη κι ένας γυμνασιόπαις. Αλλά τα 

σωτήρια εκείνα έτη του 16ου αιώνα, ο ανθρώπινος εγκέφαλος 

είχε ακόμα σοβαρή δυσανεξία απέναντι σ' ό,τι είχε να κάνει 

με αρνητικούς και μηδενικά. Και καλά, για τους αρνητικούς 

θα τα πούμε και παρακάτω. Μα το μηδέν; Το μηδέν είχε και 

τούτο τα χούγια του. Αν, ας πούμε, το συναντούσες ως μέρος 

αριθμού, δηλαδή ως ψηφίο του, ήταν κοινός τόπος και δεν 

έτρεχε μία. Μ' αν έπεφτες πάνω σε μηδενικό να κυκλοφορεί 

αδέσποτο, θαρρείς κι ήταν από μόνο του σωστός αριθμός, 

κάτι τέτοιο φάνταζε αδιανόητο και σκανδαλώδες. Τόσο η 

σύγχρονη αντίληψη, όσο και η συμβολογραφία, δεν 
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επέτρεπαν στους Μαθηματικούς, ούτε να μεταφέρουν όρους 

κατά βούληση πέρα-δώθε, ούτε ν' αφήνουν ξεδιάντροπα 

μηδενικά να καταλαμβάνουν ολόκληρο μέλος εξίσωσης, σα 

να 'ταν το τσαρδί τους. Ως εκ τούτου, λοιπόν, οι 

προηγούμενες 13 τριτοβάθμιες εξισώσεις ήταν, για το 

πνευματικό δυναμικό της εποχής, 13 «ανεξάρτητα» και 

ιδιαίτερα προβλήματα. 

Β4. Όταν ο Cardano κάθησε να γράψει την «Ars Magna» του, ήταν 

αναπόφευκτα «αναγκασμένος» ν' ασχοληθεί με όλη ετούτη 

την διανοητική κληρονομιά. Γράφοντας και σβήνοντας, 

λοιπόν, φτάνει κάποτε στη μορφή : 

 x 3 = 3px + 2q   ( p, q ℝ ) 

 Ήδη πριν απ' τον Cardano, ήταν γνωστό ότι κάθε τριτοβάθμια 

μπορούσε να αναχθεί στην προηγούμενη. Ήταν, επιπλέον, 

γνωστό ότι κάθε εξίσωση σαν την προηγούμενη είχε 

τουλάχιστον μία λύση. Στην Ars Magna, λοιπόν, ο Cardano για 

πρώτη φορά προτείνει τον παρακάτω τύπο, ως μια λύση των 

εξισώσεων αυτού του είδους : 

 χ = 3 323 32 pqqpqq     (3) 

 Έτσι, για παράδειγμα, στην εξίσωση : 

 χ 3 = 24χ + 56   (i) 

 είναι p = 8 , q = 28 . Εχουμε, συνεπώς : 

 361296512784)8(28pq 3232   
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 οπότε, μία λύση της (i) είναι η : 

 x = 22486436283628 3333   

 Αν, όμως, πάρουμε φόρα κι επιχειρήσουμε να επαναλάβουμε 

την αυτή διαδικασία, ας πούμε, στην παρακάτω εξίσωση : 

 χ 3 = 15χ + 4   (ii) 

 όπου p = 5 και q = 2, θα βρεθούμε ξαφνικά αντιμέτωποι με το 

σάπιο χαμόγελο του παραλογισμού  : 

 121125452pq 3232   !! 

Β5. Δεν ήταν ωστόσο η πρώτη φορά, που ο Cardano έπεφτε σε 

μαντρότοιχο, ψηλότερο απ' τις δυνάμεις του. Είναι κάπου 

στην «Ars Magna» και πάλι, όταν ανοίγει την καρδιά του και 

μοιράζεται με τον αναγνώστη το παρακάτω πρόβλημα : 

 « Να διασπαστεί, λέει, ο αριθμός 10 σε δύο όρους, των 

οποίων το γινόμενο να ισούται με 40 » 

 Είναι προφανές − μιλώντας από την ασφάλεια των σημερινών 

κατακτήσεων − πως το πρόβλημα ετούτο δεν είναι τίποτα 

ανώτερα μαθηματικά, παρά μια εξίσωση 2ου βαθμού 

μασκαρεμένη και μάλιστα όχι πολύ καλά : 

 x(10  x) = 40 

 x 2  10x + 40 = 0 

 Τώρα, η Διακρίνουσα της προηγούμενης είναι αρνητική κι 

έτσι ο Cardano δεν φαίνεται πως αντιμετώπιζε τίποτα 

καινούργιες δυσκολίες, καθώς ήταν ήδη γνωστό, σχεδόν από 
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την εποχή των Βαβυλωνίων, ότι στην περίπτωση αυτή, η 

εξίσωση δεν έχει λύση. Ωστόσο, αυτό που ήταν καινούργιο 

ήταν οι αναγκαιότητες και τα «παράδοξα» των τριτοβάθμιων 

εξισώσεων, που επέβαλαν στον Cardano να βρει διέξοδο. 

 Ο Cardano χαρακτηρίζει το προηγούμενο πρόβλημα αδύνατο, 

αλλά παρόλα αυτά ο τύπος είναι παικτάρα και δεν το βάζει 

κάτω. Αδιαφορεί για την «κοινή» μαθηματική λογική της 

εποχής και με τολμηρές παραδοχές προσπαθεί να προτείνει 

λύση, ακόμα κι αν αυτή φαντάζει εξωγήινη. Έτσι προτείνει 

την παρακάτω : 

 155   και 155   

 Τώρα, άμα πιάσουμε να τσεκάρουμε τις παραστάσεις αυτές, 

εφαρμόζοντας τους τυπικούς κανόνες των πράξεων και των 

προσήμων, σα να μην έτρεχε κάστανο, θα διαπιστώσουμε ότι 

αποτελούν στ' αλήθεια λύση, καθώς έχουν άθροισμα 10 και 

γινόμενο 40 : 

  1055155155   

  ( 155  )( 155  ) = 25  5 15 + 5 15   ( 15 )2  

= 25  (15) = 40 

 Αλλά «τετραγωνική ρίζα του 15»;! Τι στο καλό μπορούσε να 

σημαίνει ετούτη η έκφραση του Σατανά; Ο Cardano, παρά την 

τόλμη και την ευφυία του κι όσο κι αν έξυνε τη χοντροκεφάλα 

του, δεν είχε την παραμικρή ιδέα. Προβληματισμένος 

περισσότερο κι ο ίδιος, παρά ικανοποιημένος, χαρακτήρισε 

τη λύση που βρήκε ως «ανώφελη». Μα ούτε στους 
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συνάδελφους του βρήκε τίποτα στήριξη της προκοπής. 

Κουνούσαν το κεφάλι απογοητευμένοι : αν βρήκαμε λύσεις σε 

ένα πρόβλημα που είναι εξ' ορισμού (ακόμα και γεωμετρικά) 

άλυτο, τότε δε μπορεί παρά οι λύσεις αυτές να είναι 

απολύτως παράλογες! 

Β6. Την εποχή εκείνη, οι Μαθηματικοί ένιωθαν πολυ ζορισμένοι, 

γενικά. Είναι αλήθεια ότι πολλοί εξ' αυτών δυσκολεύονταν να 

χωνέψουν ακόμα κι αυτούς τους ίδιους τους αρνητικούς, όχι 

τώρα να λέμε και για τις τετραγωνικές τους ρίζες. Ακόμα κι ο 

Cardano, για παράδειγμα, αναφέρεται στους αρνητικούς ως  

«numeri ficti», δηλαδή φανταστικούς αριθμούς (η έκφραση 

δεν είχε πάρει ακόμη την κατοπινή της σημασία). Ένας άλλος 

Μαθηματικός της εποχής, κάποιος Michael Stifel (ή Styfel) 

(1487 − 1567) τους καλούσε «numeri absurdi», δηλαδή 

παράλογους αριθμούς. Ακόμα κι ο γίγαντας Καρτέσιος (1596 

− 1650), άμα έπεφτε σε τίποτα αρνητικές ρίζες, κατέβαζε τα 

μούτρα και τις φώναζε «ψευδείς», σε αντίθεση με τις 

«αληθείς» θετικές. Είναι χαρακτηριστική η ρήση ενός ήσσονος 

Μαθηματικού και μάλιστα πολύ μεταγενέστερης εποχής 

(1759), του βαρώνου Francis Masères, για τους αρνητικούς : 

 «Στο μόνο που εξυπηρετούν, όσο είμαι ικανός να κρίνω, είναι 

να περιπλέκουν τα ίδια τα θεμέλια των μαθηματικών και να 

καθιστούν ασαφή και μυστήρια πράγματα, τα οποία είναι από 

την ίδια τους τη φύση απλά και ξεκάθαρα. Ως εκ τούτου, θα 

ήταν ευκταίο, οι αρνητικές ρίζες να μην είχαν γίνει ουδέποτε 

δεκτές στην Άλγεβρα ή έστω να εξοβελιστούν εκ νέου από 

αυτήν.» 
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 Είχανε χάσει το μπούσουλα, λοιπόν, εκείνες τις εποχές της 

εφηβικής ακόμα Ευρώπης κι ένας απ' τους σημαντικότερους 

λόγους, που συνέβαινε τούτο, πιθανότατα οφειλόταν στην 

ανημπόρια της αντίληψης να «ξεκολλήσει», από τη 

γεωμετρική αναπαράσταση των προβλημάτων που 

αντιμετώπιζε. Από αυτή τη θέση, λοιπόν, είχανε κάθε δίκιο : 

με ποιον τρόπο θα 'ταν μπορετό να νοηθεί ένας αρνητικός, αν 

ετούτος στο τέλος-τέλος ανήγετο σε μήκος, σε απόσταση, σε 

πλευρά ενός σχήματος; Η πρώτη γερή ώθηση, σε κατεύθυνση 

ικανή να άρει μια στάλα τα αδιέξοδα, γίνεται κάποτε από το 

Μαθηματικό Albert Girard (1595 − 1632), ο οποίος ερμηνεύει 

γεωμετρικά το αρνητικό πρόσημο ως «οπισθοδρόμηση» · σε 

αντίθεση με το θετικό, που τραβά το δρόμο τον ίσιο, τον 

καλό. 

 Εποχές δύστοκες λοιπόν, μα παράλληλα, εκπληκτικές και 

γεμάτες υποσχέσεις. Εποχές που το πνεύμα βγαίνοντας από 

τη μοιρολατρία και την ανέχεια, αποκτά πειθαρχία, παλεύει 

με τον εαυτό του με τον ίδιο ζήλο, καθώς παλεύει με τ' 

αντικείμενα του καθαυτά. 

Β7. Παρόλα αυτά, δεν ήταν όλα τα προβλήματα, που κατέληγαν 

σε αρνητικά αδιέξοδα, ισοδύναμης βαρύτητας και σημασίας. 

Ας πούμε, το πρόβλημα που αντιμετώπισε ο Cardano στο Β4  

είναι εξαιρετικής σημασίας, όπως το αντιλαμβανόμαστε 

σήμερα, υπό την έννοια ότι οδηγεί σε μια πρώτη αντίληψη και 

γραφή μιγαδικών ποσοτήτων. Από την άλλη, ωστόσο, την 

εποχή εκείνη κανείς δεν είχε − υποθέτουμε − πρόβλημα να 

τραβήξει μια γραμμή σ' ένα «στραβό» τριώνυμο 2ου βαθμού 
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και να πάει παρακάτω. Έπιασες, να πούμε, το x 2  10x + 40 

και σου βγήκε η διακρίνουσα αρνητική; Ουδέν πρόβλημα! 

Κανείς δεν υποχρέωνε τους ανθρώπους της εποχής να 

κατασκευάζουν τίποτε αρνητικά υπόρριζα. Πετούσαν εκεί 

μιαν ατάκα, περί αδυνάτου, και μετά άλλαζαν σελίδα ή 

έβαζαν να φάνε. 

 Αλλά στην περίπτωση της χ 3 = 15χ + 4 , ούτε φαί, ούτε νερό, 

δεν έλεγε να κατέβει στο στομάχι των Μαθηματικών, που 

ξεροκατάπιναν και στραβοκατάπιναν. Κι ενώ στην 

προηγούμενη υπάρχουν 3 συμπαθέστατες πραγματικές ρίζες, 

ούτε καν εκείνη που βγάζει μάτι − δηλαδή την x = 4 − δεν 

καταφέρνει να υπολογίσει ο τύπος του Cardano! 

 Έτσι απογοητευμένοι, οι Μαθηματικοί εκείνου του καιρού, 

σήκωσαν τα χέρια ψηλά και τα κράτησαν εκεί σηκωμένα, για 

κοντά 30 χρόνια, ώσπου άρχισαν να πιάνονται οι ώμοι τους. 

Και τότε, εμφανίστηκε στο προσκήνιο ο Rafael Bombelli (1526 

− 1572). 

Β8. Ετούτος ο Bombelli, από τη Μπολόνια, είναι κεντρική μορφή 

στο σκηνικό που έχει στηθεί − κοντεύει αιώνας. Ουσιαστικά, 

με το βιβλίο που αφήνει την ίδια χρονιά, μαζί με τη ζωή του, 

σφραγίζει ένα ολόκληρο πνευματικό κεφάλαιο των 

μαθηματικών. Με την τόλμη του απέναντι στις τετραγωνικές 

ρίζες των αρνητικών, μπορεί να μην κλείνει ακριβώς ετούτη 

τη δύσκολη κατακτητική πορεία, που ξεκίνησε από τα χρόνια 

του Luca Pacioli κι έπειτα, αλλά σίγουρα παίρνει 

θριαμβευτικά την απότομη εκείνη στροφή, που δυσχέραινε 

την ορατότητα των προηγούμενων. Από την νέα οπτική θέση, 
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ανοίγονται εξίσου νέοι ορίζοντες κι ο ίδιος − χωρίς να το 

αντιλαμβάνεται ακόμα πλήρως − ανοίγει τις πύλες μιας νέας 

εποχής. 

 Επί της ουσίας τώρα, ο Bombelli στάθηκε ακόμα πιο σκληρό 

καρύδι από τον Cardano κι είναι σχεδόν θαυμάσιο να κάθεται 

κανείς και να παρατηρεί, πώς οι κατακτήσεις του πνεύματος 

κλιμακώνονται με την πάροδο του χρόνου και πώς οι 

φουρνιές των Μαθηματικών ριγμένες σε μια πεισματική 

σκυταλοδρομία, μία μετά την άλλη, συγκρούονται όχι μόνο με 

τους προσωπικούς περιορισμούς του ο καθένας, παρά με 

ολάκερη την αντιληπτική ικανότητα της κοινωνίας και της 

εποχής, που του γέννησε. 

 Έκατσε, λοιπόν, ο Bombelli και σκέφτηκε : Τι 'ναι αυτό, που 

δημιουργεί τη μεγαλύτερη σύγχυση σε έναν αρνητικό αριθμό, 

άλλο από το πρόσημό του; Τι θα συνέβαινε, λοιπόν, αν 

επιχειρούσαμε ν' απομονώσουμε το πρόσημο, όσο 

εξαντλητικότερα γίνεται : δηλαδή στην παράσταση 1 ; Πού 

στο καλό θα μπορούσε να μας οδηγήσει μια τέτοια 

προσέγγιση; Μ' αυτά κατά νου, ο Bombelli προσπάθησε όχι 

τόσο ν' ανακαλύψει καινούργια μαθηματικά, όσο ν' αλλάξει 

τον τρόπο που ως τότε κοιτούσαν τα υπάρχοντα. Άλλαξε, 

δηλαδή, τη ματιά του. Κι έτσι, π.χ. για το παράδειγμα που 

μελετήσαμε νωρίτερα (Β4, ii), θα έγραφε : 

 1111121)1(121121   

 Αν, τώρα, εφαρμόσουμε το προηγούμενο, στον τύπο (3) του 

Cardano θα πάρουμε ( είναι p = 5, q = 2 ) : 
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3 323 32 pqqpqqx   

 33 12121212x   

 
33 11121112x     (iii) 

 Στο σημείο ετούτο, ο Bombelli αναζητά ένα παραπανίσιο 

στήριγμα και για το λόγο αυτό προχωρά στην παρακάτω 

παρατήρηση : 

   
3

12  

      1212
2

 

       121144
2

 

      121144  

      12143  

   
2

1418136  

  41116  

 1112   

 Αναλόγως, φυσικά, θα είναι : 

   111212
3

  

 Με βάση τις προηγούμενες παρατηρήσεις, λοιπον, η σχέση 

(iii) καταλήγει : 

 χ  = 33 11121112   

  =    3 33 3
1212   
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  = 1212    

  = 4 

 Μα τα γένια του Δία, λοιπόν, τι 'ναι τούτο το καλό που μας 

βρήκε, ξαφνικά;! Ως δια μαγείας, ειδικά για την εποχή 

εκείνη, φαίνεται πως καταφέραμε τελικά να υπολογίσουμε τη 

προφανή λύση x = 4, με τον ίδιο τύπο (δηλαδή του Cardano) 

ο οποίος νωρίτερα αδυνατούσε! 

 Μα ακόμη εκπληκτικότερο, αν κανείς το φιλοσοφήσει 

βαθύτερα, είναι το γεγονός πως ξεκινήσαμε από ένα 

πρόβλημα πραγματικών συντελεστών, καταλήξαμε σε μια 

επίσης πραγματική λύση, αλλά προκειμένου να το 

επιτύχουμε, διασχίσαμε την κακοτράχαλη και ομιχλώδη χώρα 

των μιγαδικών! 

 Επειδή, λοιπόν, τέτοια προβλήματα συναντούσε κανείς 

συχνά, αν δούλευε με τους τύπους του Cardano ( σάματις είχε 

κι άλλους; ), ο Bombelli επιχείρησε να γενικεύσει τη μέθοδό 

του, έτσι ώστε οποιαδήποτε κυβική ρίζα της μορφής : 

 3 1ba   

 να ανάγεται σε μια αντίστοιχη μορφή : 

 1dc   

 Οι προσπάθειες του αυτές, ωστόσο, δεν ευοδώθηκαν κι ως εκ 

τούτου αναγκαζόταν να εξετάζει και ν' αντιμετωπίζει το κάθε 

παράδειγμα ξεχωριστά, προφανώς όχι πάντοτε με την ίδια 

αποτελεσματικότητα. Η αποτυχία του αυτή οδήγησε τον 



70 
 

Bombelli να χαρακτηρίσει την αρχική του έμπνευση, ως μια 

«τρελή σκέψη» κι επιπλέον ότι : 

 « ... το όλο θέμα μοιάζει να στηρίζεται περισσότερο στη 

σοφιστεία, παρά στην αλήθεια. » 

 Μάλλον ήταν ακόμα, σχετικά νωρίς, για τη μαθηματική νόηση 

και ο Bombelli αποτύγχανε επανειλημμένα να 

συνειδητοποιήσει την ανείπωτη σημασία της έκφρασης : 

 1   

 και να την παγιώσει σε μια ολοκαίνουργια μαθηματική 

οντότητα. Θα χρειαστούν κοντά 2 αιώνες μαθηματικής 

απορίας και ιδρώτα, συνάμα με την ιδιοφυία ενός Euler (1707 

− 1783), ώσπου κάποτε η σκέψη να ξεκολλήσει και να μπει 

πια το νερό, για τα καλά, στ' αυλάκι. 

 Εξήντα χρόνια μετά το Bombelli, ο Καρτέσιος γράφει στη 

«Γεωμετρία» του ότι : 

 «Μήτε οι αληθείς, μήτες οι ψευδείς ρίζες (τα είπαμε 

νωρίτερα) είναι πάντοτε πραγματικές (δεν εννούσε ακόμα το 

"πραγματικές", με την κατοπινή σαφήνεια) · μερικές φορές 

είναι "φανταστικές" » 

 Κάποιοι θεωρούν ότι κάπου εδώ, με τον Καρτέσιο, γεννάται 

και ο αντίστοιχος όρος. Τα χρόνια περνούν, μα ούτε το 

μέγεθος ενός Νεύτωνα (1643 − 1727) τα βγάζει πέρα με τούτο 

το μυστήριο. Αποκαλεί αυτούς τους διαβολεμένους αριθμούς 

«αδύνατους» και ξύνει την περούκα του. Το 1702 ο Gottfried 

Wilhelm Leibniz (1646 − 1716), άλλος τιτάνας αυτός, είδε κι 
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αποείδε με τις ασυναρτησίες που εκτόξευαν οι 

προλαλήσαντες και προκειμένου να μη γίνει ρεζίλι ως 

Μαθηματικός, το γυρίζει στην ποίηση και στις μεταφορές. 

Αναφέρεται στην τετραγωνική ρίζα του 1 ως : 

 « ... εκείνο το αμφίβιο, μεταξύ ύπαρξης και μη-ύπαρξης, το 

οποίο καλούμε φανταστική ρίζα της αρνητικής μονάδας ... » 

Β5. Τώρα, με το Bombelli και τα σχετικά, ξεχάστηκε στο 

περιθώριο και για χάρη της διήγησης, η γενική μέθοδος 

επίλυσης του Cardano, για την οποία τόσος λόγος γίνηκε στα 

προηγούμενα, μα τη γράψαμε κατόπιν στα παλιά μας 

υποδήματα. 

 Πώς τα κατάφερε, λοιπόν, ο κατεργάρης Cardano με τη 

γενική επίλυση; Αν εξαιρέσουμε την αντικατάσταση του 

Vieta, που μας γλιτώνει από ένα σωρό κόπους, η βασική 

διαδρομή δε διαφέρει ιδιαίτερα απ' όσα περιγράψαμε στο 

ξεκίνημα του Πρώτου Μέρους. Παίρνει ο Cardano, να πούμε, 

μια τυπική τριτοβάθμια σε πλήρη μορφή : 

 x 3 + a x 2 + b x + c = 0 

 και, στη συνέχεια, με τη βοήθεια της αντικατάστασης : 

 χ = t  
3
a

 

 μεταπηδά, κατά τα συνηθισμένα, στην ισοδύναμη ανηγμένη : 

 0qptt3   
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 όπου τα p και q δεν είναι άλλα, παρά τα γνωστά από το 

Πρώτο Μέρος (ελαφρώς απλοποιημένα) : 

 p = 
3
a

b
2

    και   q = 
27

ab9a2
c

3 
  

 Σιγά-σιγά, τώρα, αρχινούν οι πονηριές. Θέτουμε : 

 t = u + v 

 κι επομένως η ανηγμένη μεταμορφώνεται στην παρακάτω 

έκφραση (iv) : 

 0qptt3   

 0q)vu(p)vu( 3   

 0q)vu(pvuv3vu3u 3223   

 0q)vu(pv)vu(uv3u 33   

 0q)puv3)(vu(vu 33     (iv) 

 Αν επιστρέψει κανείς σε όσα παραθέσαμε για τον del Ferro, 

δίχως δυσκολία, θα διαπιστώσει ότι ο Cardano προχωρά με 

σκέψεις ισοδύναμες. Είναι άραγε το κομμάτι ετούτο, η οφειλή 

του προς τον Scipione ; 

 Προκειμένου, στη συνέχεια, να επαληθεύεται η (iv), ο 

Cardano απαιτεί να ισχύει : 

 3uv + p = 0 

 Το οποίο δίνει, ισοδύναμα : 

 
3
p

uv        
27
p

vu
3

33     (v) 
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 κι επομένως, η (iv) καταλήγει ως εξής : 

 qvu 33     (vi) 

 Εύκολα παρατηρεί κανείς, από τις (v) και (vi), ότι βαστάμε 

στα χέρια μας το άθροισμα S και το γινόμενο P των αριθμών 

u3 και v3 , πράγμα που σημαίνει ότι δεν το 'χουμε σε τίποτα 

να φτιάξουμε μια 2-βάθμια εξίσωση, η οποία να τους έχει για 

ρίζες : 

 χ2  Sx + P = 0 

 0
27
p

qxx
3

3   

 Μ' αυτή τη χαριτωμένη παραλλαγή, λοιπόν, κατέληγε ο 

Cardano στην επιλύουσά του κι όχι με την αντικατάσταση 

Vieta, η οποία είναι προφανώς μεταγενέστερη, αφού ο Vieta 

(κανονικά : François Viète) (1540 − 1603) με την έκδοση της 

Ars Magna, μετράει μόλις 5 κεράκια στην τούρτα του. 

 Με την εύρεση των ριζών της επιλύουσας, όλα τα 

προηγούμενα οδεύουν, γλυκά, προς το τέλος τους κι ο 

Cardano συνάγει ότι : 

 u3 = 
27
p

4
q

2
q 32


 

 v3 = 
27
p

4
q

2
q 32

  

 και συνεπώς, ακολουθώντας την αντίστροφη πορεία : 
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 t = u + v = 3
32

3
32

27
p

4
q

2
q

27
p

4
q

2
q

  

 και τελικά : 

 χ = 3
32

3
32

27
p

4
q

2
q

27
p

4
q

2
q

  
3
a

 

 τύπος ο οποίος, αν δεν μας την πέσουν τίποτα φανταστικές ή 

παράλογες οντότητες, μας δίνει μία από τις ρίζες της 

τριτοβάθμιας. 

 Προς τιμήν των αντίστοιχων προσώπων και της φαιάς ουσίας 

που ξόδεψαν για χρόνια καμπουριασμένοι, πάνω από 

τσαλακωμένα χειρόγραφα ή κάτω από το φως των κεριών, η 

τελευταία αυτή έκφραση καλείται συνήθως και «τύπος των 

Tartaglia-Cardano». Κάποιοι λένε και σκέτα «τύπος του 

Cardano», μα ετούτοι είναι σάχλες και δεν πρέπει να τους 

δίνουμε σημασία. 

Β5. Κι ενώ, όλα ετούτα είναι απείρως ενδιαφέροντα και δεν 

εξαντλούνται, ούτε σε αρκετούς τόμους, αν δεν πάρουμε από 

μόνοι μας την απόφαση να το λήξουμε, θα μας παρασύρουν 

αναπόφευκτα σε ατραπούς, όλο και πιο απομακρυσμένες από 

τους αρχικούς σκοπούς μας · σκοπούς, που αφορούσαν 

σχετικά στενότερα στη γενική επίλυση μιας τριτοβάθμιας κι 

όχι στην μαθηματική ιστορία της χώνεψης των μιγαδικών. 

 Κάπου εδώ, λοιπόν, θα πρέπει ν' αποχαιρετήσουμε ένας τον 

άλλο, κλείνοντας κι αυτό το Δεύτερο Μέρος, με μια 

κλιμάκωση όσο το δυνατόν περιεκτικότερη, το χρέος της 
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οποίας δύσκολα μπορεί ν' αποφύγει όποιος αποφασίζει να 

διηγηθεί τα προηγούμενα ... 

 Η λύσσα ετούτη που σάρωσε τα πνεύματα, να καθυποτάξουν 

τις τριτοβάθμιες εξισώσεις, λειτούργησε σαν καταλύτης κι οι 

μαθηματικές αντιδράσεις έπιασαν, συν τω χρόνω, να γίνονται 

αλυσιδωτές. Μετά την πάταξη των εξισώσεων 3ου βαθμού, 

όπως τα κουβεντιάσαμε, ο Ferrari προήλασε επιτυχώς επί 

εκείνων του τετάρτου. 

 Κάποια στιγμή όμως του 1629, τούτος ο Albert Girard (κάτι 

είπαμε νωρίτερα) προχωράει το πράγμα πολύ πιο πέρα. 

Πιάνει, ο τρελός, κι ισχυρίζεται ότι κάθε πολυωνυμική 

εξίσωση βαθμού n έχει ακριβώς n λύσεις, όχι απαραίτητα 

πραγματικές. Ο ισχυρισμός αυτός του Girard θέτει τις βάσεις 

για τη διατύπωση του Θεμελιώδους Θεωρήματος της 

Άλγεβρας, μα κάνει μεγάλη ζημιά στο νευρικό σύστημα. Θα 

ταλαιπωρήσει τους Μαθηματικούς για δύο σχεδόν αιώνες, 

κρατώντας τους καθηλωμένους στις καρέκλες τους με μια 

πένα στο χέρι. 

 Είναι ήδη 1746 κι ο d' Alembert ((Jean-Baptist-Le Rond) (1717 

− 1783) θα προσπαθήσει για πρώτη φορά ν' αποδείξει τον 

ισχυρισμό του Girard αλλά η απόδειξή του είναι ατελής. Το 

1799, κάποιος Paolo Ruffini αποδεικνύει ότι δεν υπάρχει 

γενική μέθοδος επίλυσης εξισώσεων 5ου βαθμού. Ούτε η 

απόδειξη αυτουνού είναι πλήρης, αλλά έχει γίνει η αρχή προς 

μια νέα κατεύθυνση : δε σημαίνει ότι λύνονται τα πάντα · μα 

πρέπει στην περίπτωση αυτή να ξεχωρίσουμε, αν η αδυναμία 

ετούτη είναι προσωρινή κι ανθρώπινη, για είν' απόλυτη. Την 
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ίδια χρονιά, ο Γερμανός Johann Carl Friedrich Gauss (1777 − 

1855) παρουσιάζει την πρώτη απόδειξη της προκοπής, αλλά 

προτιμάει ν' ακολουθήσει γεωμετρική πορεία, πιθανότατα για 

ν' αποφύγει τ' αλγεβρικά κενά, που μάστιζαν τις 

προηγούμενες. Ωστόσο, δεν τη γλιτώνει ούτε αυτός, καθώς η 

απόδειξή του έχει ένα... τοπολογικό κενό. Φτάνουμε αισίως 

στο 1806. Ο Ελβετός Jean-Robert Argand (1768 − 1822) 

δημοσιεύει την πιο αυστηρή απόδειξη, ίσαμε τότε, 

αναδιατυπώνοντας παράλληλα το ζητούμενο, ώστε να 

καλύπτει επιπλέον πολυώνυμα με μιγαδικούς συντελεστές. 

 Στα 1821 ο Νορβηγός Niels Abel, μόλις 19 ετών, επιτυγχάνει 

εκείνο στο οποίο ο Ruffini είχε αποτύχει. Ωστόσω, 

βασανισμένος από τη φτώχεια και τη φυματίωση, θα πεθάνει 

8 χρόνια αργότερα. Δεν περάσαν πέντε γεμάτοι χειμώνες, 

από την επιτυχία του Abel, όταν ένας Γάλλος σατανάς 

ονόματι Evariste Galois (1811 − 1832), πνεύμα πυρετώδες κι 

ατίθασο, ξεκινά και καταφέρνει − ανεξάρτητα από τον Abel − 

ν' αποδείξει τελικά, με τη βοήθεια της ομώνυμης Θεωρίας 

του, ότι εξισώσεις μεγαλύτερες του 4ου βαθμού δε λύνονται 

γενικά. Μα τούτη η φουρνιά εξαιρετικών μυαλών της εποχής, 

κατατρύχεται από την κατάρα των αστέρων μεγάλης μάζας, 

πεθαίνουν νέοι : μόλις 21 ετών ο Galois σκοτώνεται σε 

μονομαχία, που κάποιοι θεωρούν στημένη. 

 Χρειάζεται να περάσουν ακόμα εκατό χρόνια, ώσπου το 

κεφάλαιο ετούτο επιτέλους να κλείσει, αν και όχι απαραίτητα 

αεροστεγώς. Ένας Ρώσος αυτή τη φορά, ο Alexander 

Ostrowski (1893 − 1986) έρχεται να μπαλώσει το τοπολογικό 
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κενό του Gauss, σφραγίζοντας κατ' αυτόν τον τρόπο και την 

ολοκλήρωση της απόδειξης. Το Θεμελιώδες Θεώρημα είναι 

πλέον γεγονός. Μια πορεία της ανθρώπινης σκέψης, που 

ξεκίνησε χιλιάδες χρόνια πριν ξιπόλυτη και πρακτική, πάνω 

σε ψημένες πλάκες πηλού, παπύρους και περγαμηνές, φτάνει 

σε κάτι που μοιάζει τέλος. Φοράει τα καλά της και λαμβάνει 

τη θέση που της αρμόζει, στο πάνθεο των κατακτήσεων του 

πνεύματος. Μαζί της, ωστόσο, φτάνει στο τέλος της και τούτη  

η άκομψη και λαχανιασμένη διήγηση. 

   

 Στην πραγματικότητα, φυσικά, καμια διήγηση δεν έχει τέρμα, 

παρά βαθαίνει σαν τα πλοκάμια ή τις δίνες ενός φράκταλ, 

παρασύροντας τον γητεμένο νου στους ρεμβασμούς ενός 

άπειρου ξεδιπλώματος. Κι ωστόσο, κάπου εδώ, οφείλουμε να 

σταθούμε και να σφηνώσουμε μια παύλα στην ύστατη τελεία. 

Η ιστορία των Μαθηματικών από την άλλη, όπως και τα ίδια, 

δεν τελειώνει ποτέ για εκείνον που το επιθυμεί. Καλή 

συνέχεια σε όλες και όλους! 
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  
 

 Π Α Ρ Α Π Ο Μ Π Ε Σ  −  Β Ι Β Λ Ι Ο Γ Ρ Α Φ Ι Α  
 
 
1  Cubic Equations @ mathcentre.ac.uk 
  http://www.mathcentre.ac.uk/resources/uploaded/mc-ty-

cubicequations-2009-1.pdf 

2  Cardano Formula @ Encyclopedia of Mathematics 
  https://www.encyclopediaofmath.org/index.php/Cardano_formula 

3  " Cardano & the Solution of the Cubic ", B.Dorsey, 
KL.Downie, M.Huber 

  http://www.ms.uky.edu/~corso/teaching/math330/Cardano.pdf 

4  Formulas for 3rd Degree Equation 
  http://www.josechu.com/ecuaciones_polinomicas/cubica_solucion.htm 

5  Examples using Cardano's Method to solve Cubic 
Equations @ Ken Ward's Mathematics Pages - 

 https://trans4mind.com/personal_development/mathematics/polynomi
als/cardanoMethodExamples.htm  

6  Cardano's Formula for solving Cubic Equations @ Math 
Mania 

  http://www.mathemania.com/lesson/cardanos-formula-solving-cubic-
equations/ 

7  Stack Exchange - Mathematics 
  https://math.stackexchange.com/questions/145590/help-with-

cardanos-formula 

8  " The Cubic Formula ", John Kerl 
  January 2006 

9  " Cubic Formula Proof ", Rawiri Mahue 
  https://www.youtube.com/watch?v=yXRdwvxxe2I 

10  " Cubic Formula " @ Wolfram 
  http://mathworld.wolfram.com/CubicFormula.html 
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11  The " Cubic Formula " 
  http://sosmath.com/algebra/factor/fac11/fac11.html 

12  The Cubic Formula 
  https://math.vanderbilt.edu/schectex/courses/cubic/ 

13  " Why i ? Historical Roots of Imaginary Numbers ", B.Gill 
  March 2010 

14  " How Tartaglia Solved the Cubic Equation ", F.Katscher 
  https://www.maa.org/press/periodicals/convergence/how-tartaglia-

solved-the-cubic-equation-cubic-equations 

15  Μιγαδικοί Αριθμοί 
  Μαθηματικά Θετικής & Τεχνολογικής Κατεύθυνης - ΟΕΔΒ 2013 

16  " Πολυωνυμικές Εξισώσεις 3ου & 4ου βαθμού ", Π. Νομικός 
  http://users.sch.gr/pnomikos/eq3-4/eq3-4.html 

17  " Εξισώσεις Τρίτου & Τέταρτου βαθμού ", Χ. Δημητριάδης 
  Κέρκυρα 2012 

 

 
 

 Τα προηγούμενα, όπως είναι λογικό, δεν συνεισέφεραν 

στη φτωχική μελέτη, με τρόπο ισοδύναμο. Ξεχωριστά, 

οφείλω ν' αναφέρω και να τιμήσω τον Πέτρο Νομικό (16) 

του οποίου η παρουσίαση και ανάλυση ήταν, σε κάθε 

επίπεδο, απ' τις πληρέστερες που συνάντησα. 

Ολοφάνερα, γίνηκε με περισσό μεράκι και να είναι 

σίγουρος πως θα έκανε το δάσκαλό του περήφανο. Πολύ 

πιο λιτή, μα ουσιαστική στο μαθηματικό της σκέλος, η 

παρουσίαση του Χ. Δημητριάδη (17), ενώ από τις 

ξενόγλωσσες, οφείλω να ομολογήσω ότι ο μόχθος θα 

ήταν αφόρητα πολλαπλάσιος, δίχως την πολύτιμη 

βοήθεια των (3), (13) και (14). Οφείλω, επίσης, να 
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επισημάνω ότι το ιστορικό μέρος έχει διασταυρωθεί μόνο 

σε κάποιο βαθμό και δια της «αυτοαναφορικής» 

μεθόδου, σύμφωνα με την οποία το internet 

επαληθεύει... τον εαυτό του. Ο όγκος της εργασίας, αν 

έπρεπε να μελετήσω σοβαρότερες πηγές, θα ήταν 

ασύμμετρα μεγάλος για το έργο που ανέλαβα και στο 

τέλος θα κατέληγα να κάνω διατριβή, αντί να περνώ την 

ώρα μου ευχάριστα κι εποικοδομητικά. 

 Για καλοπροαίρετες επισημάνσεις, αισθηματικές 

προτάσεις, ασύστολες ή συνεσταλμένες διορθώσεις και 

τετραψήφιες δωροδοκίες, θα χαρώ να λαμβάνω τα 

μηνύματά σας στο bigpanda2001@gmail.com ... 
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