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Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Θεώρηµα

Αποδεικνύεται ότι για οποιουσδήποτε ακέραιους α και β, 0β ≠ , ισχύει το παρακάτω θεώ-

ρηµα και διατυπώνεται ως εξής :

Αν α και β ακέραιοι µε 0β ≠ , τότε υπάρχουν µοναδικοί ακέραιοι  κ και υ τέτοιοι ώστε

, 0α = κβ+ υ ≤ υ < β

• Η διαδικασία εύρεσης των κ, υ λέγεται ευκλείδεια ή αλγοριθµική διαίρεση του α µε τον β και

συµβολίζουµε  α : β.

• Η ισότητα α  = κβ + υ µε 0 ≤ υ < β  , λέγεται ταυτότητα της αλγοριθµικής διαίρεσης

του α µε τον β.

• Ο κ λέγεται πηλίκο και ο υ υπόλοιπο της διαίρεσης αυτής, ενω ο α διαιρετέος και ο β διαιρέτης.

• Η διαίρεση λέγεται τέλεια αν το υπόλοιπο είναι ίσο µε 0.

Παρατηρήσεις και συνέπειες του θεωρήµατος

α. Οι δυνατές τιµές του υπολοίπου υ της ευκλείδειας διαίρεσης του ακέραιου α µε τον µη

µηδενικό ακέραιο β είναι 0,1,2,3......., 1β − ( )0 1≤ υ ≤ β − .

β. Είναι πλέον φανερό ότι για την διαίρεση του ακεραίου α µε τον ακέραιο 2 ισχύει:

α 2 κ υ= ⋅ + , 0 2≤ υ < .

Οι δυνατές τιµές του υ είναι 0 ή 1.

Αν υ 0=  τότε α 2κ= , κ Ζ∈  (άρτιοι αριθµοί)

Αν υ 1=  τότε α 2κ 1= + , κ Ζ∈  (περιττοί αριθµοί)

γ. Λόγω της µοναδικότητας του πηλίκου και του υπoλοίπου σε µια ευκλείδεια διαίρεση η

ισότητα α β λ µ= ⋅ +   µε 0 ≤ µ < β  , εκφράζει την ευκλείδεια διαίρεση του ακεραίου α µε

τον ακέραιο β 0≠  µε πηλίκο λ και υπόλοιπο µ.

δ. Οι ακέραιοι αριθµοί ταξινοµούνται σε κατηγορίες ανάλογα µε την τιµή του υπολοίπου

Η Ευκλείδεια  διαίρεση
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της διαίρεσής τους µε έναν ακέραιο έστω β 0≠ . (ισοϋπόλοιποι)

Ισχύει α κβ υ= +  µε  υ 0,1, 2,..., β 1= −  όπου α Ζ∈  (τυχαίος) και *β Ζ∈  (συγκεκριµέ-

νος). Τότε:

Ειδικά για την διαίρεση µε τον 2 έχουµε:

Σχόλιο

Για την αντιµετώπιση αρκετών προβληµάτων στην θεωρία αριθµών χρειάζεται να διακρί-

νουµε τους ακέραιους σε δύο µεγάλες “πολυπληθείς” οµάδες, τους άρτιους και τους πε-

ριττούς δηλαδή της µορφής α 2κ=  ή α 2κ 1= + , κ Ζ∈  αντίστοιχα.

Άλλες φορές πάλι η λύση των προβληµάτων ή η απόδειξη ιδιοτήτων των ακέραιων απαιτεί τη

διάκρισή τους σε µεγάλου πλήθους “ολιγοµελείς” οµάδες δηλαδή της µορφής

α κβ= , 1κβα += , α κβ 2= + , ..., ( )α κβ β 1= + − , κ Ζ∈ .

Στην παρακάτω πρόταση αναφέρονται σηµαντικά και εύχρηστα συµπεράσµατα. Όσα δεν

αναφέρονται σαν προτάσεις στο σχολικό βιβλίο ,θα πρέπει να αποδεικνύονται.

Βασικές προτάσεις

Το άθροισµα ή η διαφορά δύο άρτιων είναι άρτιος.

Το άθροισµα ή η διαφορά δύο περιττών είναι άρτιος.

Αν η διαφορά δύο ακέραιων είναι άρτιος τότε και το άθροισµα είναι άρτιος και αντί-

στοιχα, αν η διαφορά δύο ακέραιων είναι περιττός τότε και το άθροισµα είναι περιττός.

Το άθροισµα ή η διαφορά ενός άρτιου και ενός περιττού είναι περιττός.

Το γινόµενο δύο άρτιων είναι άρτιος.

Το γινόµενο δύο περιττών είναι περιττός.
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Το γινόµενο ενός άρτιου και ενός περιττού είναι άρτιος.

Το γινόµενο δύο διαδοχικών ακέραιων είναι άρτιος.

Αν α άρτιος τότε να , *ν Ν∈  είναι άρτιος.

Αν α περιττός τότε να , 
*ν Ν∈  είναι περιττός .

Το άθροισµα πεπερασµένου πλήθους άρτιων είναι άρτιος.

Το άθροισµα άρτιου πλήθους περιττών είναι άρτιος.

Το άθροισµα περιττού πλήθους περιττών είναι περιττός.

Το γινόµενο δύο ή περισσοτέρων ακέραιων είναι άρτιος , αν και µόνο αν, ένας τουλάχι-

στον παράγοντας είναι άρτιος.

Το γινόµενο δύο ή περισσοτέρων ακεραίων είναι περιττός, αν και µόνο αν, όλοι οι παρά-

γοντες είναι περιττοί.

Β. ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα 1

Να βρείτε το πηλίκο και το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του α µε τον β  όταν:

i. α 23= , β 4= ii. α 23= − , β 4=   iii. 23α = , β 4= −       iv. α 23= − , β 4= −
v. α 4= , β 23= vi. α 4= − , β 23=   vii. α 4= , β 23= −       viii. α 4= − , β 23= −
Λύση

i.   Είναι φανερό ότι 23 5 4 3= ⋅ +
ii.  Ισχύει λόγω του i. 23 5 4 3= ⋅ +  ή 23 5 4 3− = − ⋅ −  ή 23 5 4 4 4 3− = − ⋅ + − −  ή

( )23 6 4 1− = − +
iii. Ισχύει 23 5 4 3= ⋅ +  ή ( )( )23 5 4 3= − − +
iv.  Είναι 23 5 4 3= ⋅ +  ή 23 5 4 3− = − ⋅ −  ή 23 5 4 4 4 3− = − ⋅ − + −  ή ( )( )23 6 4 1− = − + .

v.   Είναι προφανές ότι 4 0 23 4= ⋅ + .

vi.  Ισχύει 4 0 23 4= ⋅ +  ή 4 0 23 4− = − ⋅ −  ή 4 0 23 23 23 4− = − ⋅ − + −  ή ( )4 1 23 19− = − + .

vii. Είναι 4 0 23 4= ⋅ +  ή ( )4 0 23 4= ⋅ − + .

viii. Ισχύει 4 0 23 4= ⋅ +  ή 4 0 23 4− = − ⋅ −  ή 4 0 23 23 23 4− = − ⋅ − + −  ή ( )4 1 23 19− = − + .

Ο πολλαπλασιασµός και των δύο µελών σε αρκετές από τις παραπάνω ισότητες όπως

και η προσθαφαίρεση του διαιρέτη και στα δύο µέλη σκοπό έχει να “δηµιουργήσουµε”

υπόλοιπο υ θετικό και µικρότερο της απόλυτης τιµής του διαιρέτη.

Για την εύρεση της ταυτότητας της αλγοριθµικής διαίρεσης του α µε τον β αρχικά

κάνουµε την διαίρεση του α  µε τον β  και στη συνέχεια διαµορφώνουµε τα πρόση-

µα των δύο µελών ώστε να εµφανίσουµε την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης

του α µε τον β.

Συχνά χρειάζεται και η προσθαφαίρεση του β (διαιρέτη) ώστε να εµφανίσουµε

την ταυτότητα της διαίρεσης.

Κατηγορία - Mέθοδος   1
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Παράδειγµα 2

∆ίνεται η ισότητα  ( )143 11 12 11 Ι= ⋅ + .

α. Να ελέγξετε ποιων ακεραίων αποτελεί ταυτότητα αλγοριθµικής διαίρεσης.

β. Να προσδιορίσετε το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης του 143 µε τον 11 µε τη

βοήθεια της ισότητας (Ι).

Λύση

α. Αποτελεί ταυτότητα ευκλείδειας διαίρεσης του 143 µε τον 12 ,αφού ισχύει: α κβ υ= +  µε

0 ≤ υ < β  ,όπου α 143= , κ 11= , β 12=  και υ 11=  µε 0 11 12≤ <  ενώ δεν αποτελεί

ταυτότητα ευκλείδειας διαίρεσης του 143  µε τον 11, διότι δεν ισχύει 0 11 11≤ < .

β. Λόγω του i. ερωτήµατος η ισότητα (Ι) δεν είναι ταυτότητα ευκλείδειας διαίρεσης του 143

µε τον 11.

Έχουµε 143 11 12 11= ⋅ +  ή 143 11 12 11 11 11= ⋅ + − +  ή 143 13 11 0= ⋅ + .

Άρα το πηλίκο είναι 13  το υπόλοιπο 0 και η διαίρεση είναι τέλεια.

Παράδειγµα 3

α. Να δείξετε ότι κάθε αριθµός της µορφής 2κ 1−  είναι περιττός, κ Ζ∈ .

β. Να δείξετε ότι κάθε αριθµός της µορφής 2κ 2+  είναι άρτιος, κ Ζ∈ .

γ. Να δείξετε ότι κάθε περιττός αριθµός είναι της µορφής 4κ 1± , κ Ζ∈ .

Λύση

α. Έστω ακέραιος αριθµός α 2κ 1= − , κ Ζ∈ . Είναι ( )α 2κ 1 2κ 2 1 2 κ 1 1= − = − + = − + .

Θέτουµε κ 1 λ− =  οπότε α 2λ 1= + , λ Ζ∈  . Άρα ο α 2κ 1= − , κ Ζ∈  είναι περιττός.

β. Έστω ακέραιος αριθµός α 2κ 2= + , κ Ζ∈ .

Είναι ( )α 2κ 2 2 κ 1 2λ= + = + = , λ Ζ∈  . Άρα ο α 2κ 2= + , κ Ζ∈  είναι άρτιος.

γ. Έστω ένας περιττός ακέραιος α 2λ 1= + , λ Ζ∈ . Ο ακέραιος λ είναι ή άρτιος ή περιττός.

Αν λ 2κ=  τότε ( )α 2 2κ 1 4κ 1= + = + , κ Ζ∈ .

Ενώ,αν 2 1λ = µ+  τότε :

( ) ( )2 2 1 1 4 3 4 4 1 4 1 1 4 1α = µ + + = µ + = µ + − = µ + − = κ − , κ µ 1 Ζ= + ∈ .

Παράδειγµα 4

Α. Το τετράγωνο ενός ακεραίου α παίρνει τις µορφές:

α. 2 3α = λ  ή 
2 3 1,α = λ + λ∈Ζ

β. 
2 4α = κ  ή 2 4 1,α = κ+ κ∈Ζ

γ. 2 5α = ρ  ή 2 5 1α = ρ−  ή 2 5 1,α = ρ+ ρ∈Ζ
Β. Το τετράγωνο ενός περιττού ακεραίου α παίρνει τις µορφές:

δ. 2 8 1α = λ + λ∈Ζ ε. 2 4 1α = ρ+  ή 2 4 1,α = ρ− ρ∈Ζ

Γ. Το τετράγωνο ενός άρτιου ακέραιου α παίρνει την µορφή :  ζ . 2 4 ,α = κ κ∈Ζ .
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Λύση

Α.α. Είναι γνωστό ότι η ευκλείδεια διαίρεση του ακέραιου α µε τον 3 έχει δυνατά υπόλοιπα.

0,1, 2υ =  οπότε ο α είναι της µορφής:

3 , 3 1, 3 2,α = κ α = κ+ α = κ+ κ∈Ζ .

• Aν 3α = κ  τότε ( ) ( )22 2 23 9 3 3 3 ,α = κ = κ = κ = λ λ∈Ζ .

 • Aν 3 1α = κ +  τότε ( ) ( )22 2 23 1 9 6 1 3 3 2 1 3 1α = κ + = κ + κ + = κ + κ + = λ + .

 • Aν 3 2α = κ +  τότε ( )
( )

22 2 2

2

3 2 9 12 4 9 12 3 1

3 3 4 1 1 3 1,

α = κ + = κ + κ + = κ + κ + + =

= κ + κ + + = λ + λ∈Ζ

Σχόλιο:

Επιπλέον αναφέρουµε ότι ( )3 2 3 3 1 3 1 1 3 1,α = κ+ = κ + − = κ + − = λ − λ∈Ζ

οπότε οι δεκτές µορφές του α είναι : 3 , 3 1, 3 1,α = κ α = κ− α = κ+ κ∈Ζ .

β. Σύµφωνα µε την ταυτότητα ευκλείδειας διαίρεσης του α µε τον 4 είναι

4 , 4 1, 4 2, 4 3,α = κ α = κ+ α = κ+ α = κ+ κ∈Ζ .

• Aν   4α = κ         είναι ( )2 2 216 4 4 4 ,∗α = κ = κ = λ λ∈Ζ .

• Aν   4 1α = κ +    είναι   ( ) ( )22 2 24 1 16 8 1 4 4 2 1 4 1,α = κ + = κ + κ + = κ + κ + = λ + λ∈Ζ .

• Aν   4 2α = κ +   είναι  ( ) ( )22 2 24 2 16 16 4 4 4 4 1 4 ,α = κ + = κ + κ + = κ + κ + = λ λ∈Ζ .

• Aν   4 3α = κ +   είναι  ( )
( )

22 2 2

2

4 3 16 24 9 16 24 8 1

4 4 6 2 1 4 1,

α = κ + = κ + κ + = κ + κ + + =

= κ + κ + + = λ + λ∈Ζ

γ. Ισχύει 5α = κ + υ  µε 0 5,≤ υ < κ∈Ζ  οπότε

( ) ( )22 2 2 2 2 25 25 10 5 5 2 5 ,α = κ + υ = κ + κυ+ υ = κ + υκ + υ = ρ+ υ ρ∈Ζ .

Αν υ = 0 τότε 2 5α = ρ , Ζρ∈

υ = 1 τότε 2 5 1,α = ρ+ ρ∈Ζ

υ = 2 τότε ( )2 5 4 5 5 1 5 1 1 5 1,α = ρ+ = ρ+ − = ρ+ − = λ − λ∈Ζ

υ = 3 τότε ( )2 5 9 5 10 1 5 2 1 5 1,α = ρ+ = ρ+ − = ρ+ − = λ − λ∈Ζ

υ = 4 τότε ( )2 5 16 5 15 1 5 3 1 5 1,α = ρ+ = ρ+ + = ρ+ + = λ + λ∈Ζ
Άρα σε κάθε περίπτωση ισχύει :  α2 = 5ρ ή α2 = 5ρ - 1 ή α2 = 5ρ + 1 .

∗  Όταν ζητείται να αποδείξουµε  α = 4κ ή α = 4λ ή α = 4ρ κ. λ.π. και αποδείξουµε ότι α = 4µ

είναι το ίδιο πράγµα αφού όλα τα παραπάνω σηµαίνουν ότι ο α είναι πολλαπλάσιο του 4.
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Β.δ. Έστω ακέραιος περιττός 2 1,α = κ+ κ∈Ζ .

Τότε   ( ) ( )22 22 1 4 4 1 4 1 1 4·2 1 8 1, Zα = κ + = κ + κ + = κ κ + + = λ + = λ + λ∈
Κάναµε χρήση του συµπεράσµατος “Το γινόµενο δύο διαδοχικών ακέραιων είναι άρ-

τιος”. Οι αποδείξεις των υπολοίπων είναι ανάλογες.

Παράδειγµα 1

Θεωρούµε την ευκλείδεια διαίρεση των θετικών ακέραιων α, β, µε πηλίκο κ και υπό-

λοιπο υ. Να βρείτε το πηλίκο και το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του ακέραιου

xα yβ+  µε τον β όπου x, y ακέραιοι.

Λύση

Ισχύει α κβ υ= +  µε 0 υ β≤ < .

Οπότε xα κxβ xυ= +  ή xα yβ κxβ yβ xυ+ = + +  (1)

α. Αν 0 xυ β≤ <  τότε η (1) γράφεται ( )xα yβ κx y β xυ+ = + +  και αποτελεί την ταυτότητα

της ευκλείδειας διαίρεσης του xα yβ+  µε τον β µε πηλίκο κx y+  και υπόλοιπο xυ.

β. Αν xυ β≥  τότε η (1) γράφεται :

( )xα yβ κxβ yβ λβ xυ λβ+ = + + + − , έ ώ 0 xµε λ∈Ζ τσι στε ≤ υ−λβ < β
Οπότε

( ) ( )xα yβ κx y λ β xυ λβ+ = + + + −  και αποτελεί την ταυτότητα της ευκλείδειας διαί-

ρεσης του xα yβ+  µε τον β µε πηλίκο κx y λ+ +  και υπόλοιπο xυ λβ− .

Ο προσδιορισµός του λ γίνεται από την επίλυση του συστήµατος :

x
x 0 x

x x
x x

υ υ−λβ ≥ ⇔ υ ≥ λβ⇔ λ ≤ β και
 υ−β υ−β υ−λβ < β⇔ υ−β < λβ⇔ < λ ⇔ λ >
 β β

δηλαδή  
xυ β xυ

λ
β β

− < ≤ .

Όταν γνωρίζουµε το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης ( )
1∆ α  µε ( )1δ β  και ζη-

τούµε το πηλίκο ή το υπόλοιπο της διαίρεσης ( )
2∆ α  µε ( )2δ β  µετασχηµατίζουµε

κατάλληλα την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του ( )
1∆ α  µε τον ( )

1δ α  ώστε

να εµφανίσουµε την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του ( )
2∆ α  µε τον ( )2δ β .

Ο µετασχηµατισµός περιλαµβάνει πολλαπλασιασµούς και προσθαφαιρέσεις ειδι-

κών παραστάσεων των α, β και ιδιαίτερα προσοχή στον περιορισµό του υπολοίπου.
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Παράδειγµα 1

Θεωρούµε το σύνολο των σηµείων ( )Μ x, y  του επιπέδου για τα οποία ισχύει 
x y

1
7 4

− + =  (Ι).

α. Να δείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ είναι ευθεία.

β. Να προσδιορίσετε το σύνολο των σηµείων της ευθείας του α. ερωτήµατος που έχουν

συντεταγµένες ακέραιους αριθµούς.

γ. Να ελέγξετε αν τα σηµεία του επιπέδου µε ακέραιες συντεταγµένες των οποίων η τε-

ταγµένη διαιρούµενη µε τον αριθµό 4 δίνει υπόλοιπο 1 ή 3 βρίσκονται πάνω στην

ευθεία του α. ερωτήµατος.

δ. Να ελέγξετε αν το σηµείο µε συντεταγµένες ακέραιους και τεταγµένη ( )20044 2003 5+
βρίσκεται επί της ευθείας (Ι).

Λύση

α. Ισχύει 
x y

1 4x 7y 28 4x 7y 28 0
7 4

− + = ⇔ − = − ⇔ − + =  οπότε η σχέση (Ι) έχει τη µορφή

Ax By Γ 0+ + =  µε A B 0+ ≠  και εποµένως ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων

( )Μ x, y  που επαληθεύουν την (Ι) είναι ευθεία.

β. Η εξίσωση 4x 7y 28 0− + =  γίνεται 
28 7y 7y

4x 7y 28 x x 7
4 4

− += − ⇔ = ⇔ = − + .

Επειδή o x είναι  ακέραιος πρέπει και  
7y

7
4

− +  να είναι ακέραιος. Γνωρίζουµε ότι τα δυ-

νατά υπόλοιπα της διαίρεσης του y µε τον 4 είναι 0, 1, 2, 3 ,οπότε ο ακέραιος y έχει µία

από τις µορφές : y 4κ=  ή y 4κ 1= +  ή y 4κ 2= +  ή y 4κ 3= + , κ Ζ∈ .

• Αν y 4κ= ,   κ Ζ∈   τότε : ( )7y 7 4κ
7 7 7 7κ 7 κ 1 Ζ

4 4

⋅− + = − + = − + = − ∈ .

• Αν y 4κ 1= + , κ Ζ∈ τότε : 
( )7y 7 4κ 1 7 4κ 7 7

7 7 7 7 7κ Ζ
4 4 4 4 4

+ ⋅− + = − + = − + + = − + + ∉

• Αν y 4κ 2= + κ Ζ∈   τότε :

( )7y 7 4κ 2 7 4κ 14 7
7 7 7 7 7κ Ζ

4 4 4 4 2

+ ⋅− + = − + = − + + = − + + ∉

Για να αποδείξουµε ή να ελέγξουµε ότι ένα κλάσµα της µορφής 
( )Π α

ν

 παριστάνει ακέ-

ραιο (Π(α) είναι µια παράσταση του ακέραιου α) συνήθως εκφράζουµε τον ακέραιο

α κν υ= +  µε υ 0,1, 2,..., ν 1= −  δηλαδή α κν= , 1α = κν + , ..., ( )α κν ν 1= + −  και

εξετάζουµε την τιµή του κλάσµατος  
( )Π α

ν
, για κάθε µια µορφή του α.
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• Αν y 4κ 3= + ,  κ Ζ∈ τότε :

( )7y 7 4κ 3 7 4κ 21 21
7 7 7 7 7κ Ζ

4 4 4 4 4

+ ⋅− + = − + = − + + = − + + ∉

Τα σηµεία της ευθείας µε εξίσωση 4x 7y 28 0− + =  που έχουν συντεταγµένες ακέραιους

είναι ( )Μ x, y  µε ( )x 7 κ 1= −  και y 4κ= , κ Ζ∈ .

γ. Έστω ( )Σ x, y  τα σηµεία του επιπέδου µε x, y ακέραιους. Επειδή ο y διαιρούµενος µε τον 4

δίνει υπόλοιπο 1 ή 3 έχει την µορφή y 4κ 1= +  ή y 4κ 3= + , σύµφωνα µε το συµπέρα-

σµα του β. ερωτήµατος τα σηµεία ( )Σ x, y  δεν αποτελούν σηµεία της ευθείας

4x 7y 28 0− + = .

δ. Η τεταγµένη ( )20044 2003 5+  του σηµείου γίνεται:

( ) ( )2004 2004
4 2003 4 1 4 2003 1 1 4κ + + = + + =   + 1, όπου ( )[ ]2004

κ 2003 1 Ζ= + ∈  οπότε

λόγω του συµπεράσµατος του ερωτήµατος γ. το σηµείο δεν ανήκει στην ευθεία.

Παράδειγµα 2

Έστω α ακέραιος αριθµός.

α. Να αποδείξετε ότι   οι αριθµοί της µορφής 
( )

3

2αα 2 +
  είναι ακέραιοι.

β. Να αποδείξετε ότι ο αριθµός  
( ) ( )3 33α α 1 α 2

Α
9

+ + + +=   είναι ακέραιος.

Λύση

α. Επειδή τα δυνατά υπόλοιπα της διαίρεσης του α µε τον 3 είναι 0, 1, 2 ο α έχει µια από τις

µορφές α 3κ=  ή α 3κ 1= +  ή α 3κ 2= + , κ Ζ∈ .

• Αν α 3κ= , κ Ζ∈  τότε:   
( ) ( )[ ] ( )

22
2α α 2 3κ 3κ 2

κ 9κ 2 Ζ
3 3

+ += = + ∈ .

• Αν α 3κ 1= + , κ Ζ∈  τότε:

( ) ( ) ( )[ ]
( )( )

22
22 3 1 3 1 2

3 1 3 2 1
3 3

α α + κ + κ + += = κ + κ + κ + ∈Ζ .

• Αν α 3κ 2= + , κ Ζ∈  τότε:

( ) ( ) ( )[ ]
( )( )

22
22 3 2 3 2 2

3 2 3 4 2
3 3

α α + κ + κ + += = κ + κ + κ + ∈Ζ .

β. Είναι  
( ) ( ) ( ) ( )3 33 3 3 2 3 2α α 1 α 2 α α 3α 3α 1 α 6α 12α 8

Α
9 9

+ + + + + + + + + + + += = =
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3 2 3 2 3 23α 9α 15α 9 α 3α 5α 3 α 3α 3α 2α 3

9 3 3

+ + + + + + + + + += = =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 2 2
23α 3α 3 α 2α 3 α α 1 α α 2 α α 2

α α 1
3 3 3 3

+ + + + + + + += + = + + +  Ζ∈ ,

λόγω (α.) ερωτήµατος.

Παράδειγµα 1

Να προσδιορίσετε (αν υπάρχει) ακέραιος α ο οποίος διαιρούµενος µε τον –12 δίνει πη-

λίκο λ - 163 και υπόλοιπο 3 2λ 3λ 4λ+ − .

Λύση

Η ταυτότητα της διαίρεσης είναι ( )( ) ( )3 2α 12 λ 163 λ 3λ 4λ= − − + + − .

Πρέπει 3 20 λ 3λ 4λ 12≤ + − < −  δηλαδή 3 2λ 3λ 4λ 12 0+ − − <  (1) και

3 2λ 3λ 4λ 0+ − ≥  (2).

Επίλυση της ανίσωσης (1).

Έχουµε  

( ) ( )

3 2

2

λ 3λ 4λ 12 0

λ λ 3 4 λ 3 0

+ − − <
⇔ + − + < ⇔

( )( ) 03λ4λ
2 <+−

( )( )( ) ⇔<++−= 03λ2λ2λΓ
1

( ) ( ), 3 2,2λ∈ −∞ − −∪

Επίλυση της ανίσωσης (2).

Έχουµε

( )
( )( )

3 2 2

2

λ 3λ 4λ 0 λ λ 3λ 4 0

Γ λ λ 4 λ 1 0

+ − ≥ ⇔ + − ≥
⇔ = + − ≥

[ ] [ )λ 4,0 1,∈ − +∞∪

Από την επαλήθευση των ανισώσεων

(1) και (2) και επειδή λ Ζ∈  προκύπτουν,

λ 4= − ή λ 0=  ή λ 1= .

Στην περίπτωση που αναζητούµε τους ακέραιους που διαιρούµενοι µε γνωστό αριθ-

µό δίνουν πηλίκο ( )Π λ  και υπόλοιπο ( )υ λ εκµεταλευόµαστε την ανισοτική σχέση,

από την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης, που αφορά στο υπόλοιπο δηµιουργώ-

ντας ανισοτική σχέση για το λ. Απο την ανισοτική αυτή σχέση προσδιορίζουµε το λ

(αφού λ ακέραιος) και στη συνέχεια βρίσκουµε τους ζητούµενους ακέραιους.

Κατηγορία - Mέθοδος   4
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Για λ 4= − είναι ( )( )α 12 4 163 0 2004= − − − + =
Για λ 0= είναι ( )( )α 12 0 163 0 1956= − − + =
Για λ 1= είναι ( )( )α 12 1 163 0 1944= − − + = .

Παράδειγµα 2

α. Να προσδιορίσετε τους θετικούς ακέραιους α και β αν το πηλίκο της διαίρεσης του α

µε τον β είναι 8 και το υπόλοιπο 3 , δεδοµένου ότι α 43< .

β. Να προσδιορίσετε τους φυσικούς αριθµούς α, β αν ισχύει 363 15α 29β= +  και α β 14+ < .

Λύση

α. Ισχύει α 8β 3= +  µε β30 <≤  δηλαδή β 3>  (1).

Επίσης είναι α 43 8β 3 43 8β 40 β 5< ⇔ + < ⇔ < ⇔ <  (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) και επειδή β ακέραιος είναι β 4= .

Άρα α 8 4 3= ⋅ +  δηλαδή α 35= .

β. Έχουµε ( )363 15α 29β 14α 28β α β 14 α 2β α β= + = + + + = + + +   και επειδή 0 α β 14≤ + <

µπορούµε να θεωρήσουµε το α 2β+  ως πηλίκο και το α β+  υπόλοιπο της διαίρεσης

363 :14 . Όµως 363 14 25 13= ⋅ +  και επειδή το πηλίκο και το υπόλοιπο στην ευκλείδεια

διαίρεση είναι µοναδικά πρέπει να ισχύουν: 12βκαι1α
13βα

25β2α
==⇔





=+
=+

.

Παράδειγµα 3

Να προσδιορίσετε τους ακέραιους αριθµούς κ, λ, µ για τους οποίους ισχύει :

κ 4λ 80µ 583+ + =  µε 0 κ 4≤ <  και λ 6< .

Λύση

Είναι κ 4λ 80µ 583+ + =  ή ( )κ 4 λ 20µ 583+ + =  (1).

Επειδή 0 κ 4≤ <  και το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης δύο ακέραιων είναι µοναδι-

κοί αριθµοί, από την (1) προκύπτει ότι το κ ισούται µε το υπόλοιπο και το λ 20µ+ µε το

πηλίκο της διαίρεσης του 583 µε τον 4 δηλαδή κ 3=  και λ 20µ 145+ =  (2) αφού

583 4 145 3= ⋅ + .

Η σχέση (2) δηλαδή λ 20µ 145+ =  αφού λ 6<  εκφράζει την ταυτότητα της ευκλείδειας

διαίρεσης του 145 µε τον 20 η οποία είναι 145 20 7 5= ⋅ +  και για τους ίδιους µε τη πα-

ραπάνω περίπτωση λόγους ο λ 5=  και ο µ 7=  ως µοναδικά, υπόλοιπο και πηλίκο της

διαίρεσης του 145 µε τον 20 αντίστοιχα.
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Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

α. Να βρείτε τις τιµές του ακέραιου αριθµού κ ώστε ο αριθµός 
5 4

3

κ +α =  να είναι ακέραιος

β. Να βρείτε τις τιµές του κ∈Ζ  ώστε ο αριθµός 
6 3

4

κ −α =  να είναι ακέραιος

Λύση

α. Η διαίρεση του κ µε το 3 δίνει: 3κ = λ + υ  µε 0,1, 2υ = .

• Αν υ = 0 τότε κ = 3λ    οπότε
5 4 5·3 4 15 4 4

5
3 3 3 3

κ + λ + λ +α = = = = λ + ∉Ζ

• Αν υ = 1 τότε κ = 3λ + 1 οπότε
( )5 3 1 4 15 9

5 3
3 3

λ + + λ +α = = = λ + ∈Ζ

• Αν υ = 2 τότε κ = 3λ + 2 οπότε
( )5 3 2 4 15 14 14

5
3 3 3

λ + + λ +α = = = λ + ∉Ζ

άρα ο αριθµός 
5 4

3

κ +α =  είναι ακέραιος όταν 3 1,κ = λ + λ∈Ζ .

β. Από την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του κ µε το 4 προκύπτει:

κ = 4λ + υ µε 0 4≤ υ <  δηλαδή υ = 0, 1, 2, 3.

• Αν υ = 0    τότε   κ = 4λ       οπότε
6·4 3 24 3 3

6
4 4 4

λ − λ −α = = = λ − ∉Ζ .

• Αν υ = 1    τότε   κ = 4λ + 1 οπότε
( )6· 4 1 3 24 3 3

6
4 4 4

λ + − λ +α = = = λ + ∉Ζ .

• Αν υ = 2   τότε   κ = 4λ + 2  οπότε
( )6 4 2 3 24 9 3

4
6 6 2

λ + − λ +α = = = λ + ∉Ζ .

• Αν υ = 3   τότε   κ = 4λ + 3  οπότε
( )6 4 3 3 24 15 15

4
4 4 4

λ + − λ +α = = = λ + ∉Ζ .

Άρα δεν υπάρχει κ∈Ζ  τέτοιο ώστε το α∈Ζ .

Άσκηση 2

Αν ο ακέραιος κ διαιρούµενος µε 4 δίνει υπόλοιπο 2 να δείξετε ότι ο αριθµός

2 2 3α = κ + κ+  διαιρούµενος µε 4 δίνει υπόλοιπο 3.

Λύση

Αφού ο κ διαιρούµενος µε 4 δίνει υπόλοιπο 2 τότε είναι της µορφής  4 2,κ = λ + λ∈Ζ .

Είναι ( ) ( )22 22 3 4 2 2 4 2 3 16 16 4 8 4 3α = κ + κ + = λ + + λ + + = λ + λ + + λ + + =

     ( )2 2 216 24 11 16 24 8 3 4 4 6 2 3 4 3λ + λ + = λ + λ + + = λ + λ + + = ρ + .

Άρα το υπόλοιπο της διαίρεσης του α µε 4 είναι 3.
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Άσκηση 3

Αν σε µια διαίρεση ο διαιρετέος είναι ο 532 και το πηλίκο ο 19 να βρείτε τον διαιρέτη

και το υπόλοιπο.

Λύση

Είναι 532 19· , 0= δ+ υ ≤ υ < δ . Οπότε 532 19· 532 19·= δ + υ⇔ − δ = υ   (1)

Επίσης 
(1)

532
532 19 532 20

200 0 532 19
532

0 532 19 19 532
19

 − δ < δ ⇔ < δ ⇔ δ >≤ υ < δ⇔ ≤ − δ < δ
 ≤ − δ ⇔ δ ≤ ⇔ δ ≤


Άρα  
532 532

26,6 28
20 19

< δ ≤ ⇔ < δ ≤ , οπότε το δ παίρνει τις τιµές 27,28.

• Αν δ = 27 τότε από την (1) είναι 532 19·27 19υ = − ⇔ υ = .

• Αν δ = 28 τότε από την (1) είναι 532 19·28 0υ = − ⇔ υ = .

Άσκηση 4

Αν ο α είναι περιττός ακέραιος να δείξετε ότι ο αριθµός  
4 1

16

α − ∈Ζ

Λύση

1ος τρόπος

Αφού ο α είναι είναι περιττός  γράφεται µε τη µορφή : 2 1,α = λ + λ∈Ζ .

Τότε  
( ) ( )( ) ( )( )( )22 2 2 24 1 1 1 1 1 11

16 16 16 16

α − α − α + α − α + α +α − = = = =

( )( )( ) ( )( )2 22 1 1 2 1 1 4 4 1 1 2 2 2 4 4 2

16 16

λ + − λ + + λ + λ + + λ λ + λ + λ +
= = =

( ) ( ) ( )( )2 22 ·2 1 ·2 2 2 1 8 1 2 2 1

16 16

λ λ + λ + λ + λ λ + λ + λ +
= = =

( )( ) ( ) ( )
2 2

( )
2

1 2 2 1 2 2 2 1
2 2 1

2 2

∗λ λ + λ + λ + ρ λ + λ +
= = = ρ λ + λ + ∈Ζ

(*) , 1λ λ + είναι διαδοχικοί ακέραιοι οπότε ( )1 2λ λ + = ρ

2ος τρόπος

(Από την εφαρµογή (2) του Σχολ. βιβλίου “Μαθηµατικά Θετικής Κατευθυνσης”

ii) Το τετράγωνο κάθε περιττού αριθµού είναι της µορφής  2 8 1,α = λ + λ∈Ζ .

Είναι  
( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 24 1 1 8 1 1 8 1 1 8 8 2 16 4 11

16 16 16 16 16

α − α + λ + − λ + + λ λ + λ λ +α − = = = = =

         ( )4 1= λ λ + ∈Ζ .
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Άσκηση 5

Αν ο ακέραιος αριθµός α δεν είναι πολλαπλάσιο του 3 να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρε-

σης του 
2 1α +  µε το 3.

Λύση

Ο ακέραιος α γράφεται: 3 , 0,1,2α = λ + υ υ = .

∆ηλαδή: 3

3 1

3 2

α = λ
α = λ +
α = λ +

Αφού το α δεν είναι πολ/σιο του 3 είναι  

3 1

ή

3 2

α = λ +


α = λ +

• Αν α = 3λ + 1 τότε ( ) ( )22 2 21 3 1 1 9 6 2 3 3 2 2 3 2

ρ

α + = λ + + = λ + λ + = λ + λ + = ρ+
�����

, οπότε το

υπόλοιπο της διαίρεσης του 
2 1α +  µε 3 είναι 2.

• Αν α = 3λ + 2 τότε

( ) ( )22 2 2 21 3 2 1 9 12 5 9 12 3 2 3 3 4 1 2 3 2

ρ

α + = λ + + = λ + λ + = λ + λ + + = λ + λ + + = ρ+
�������

οπότε  το υπόλοιπο της διαίρεσης του 
2 1α +  µε 3 είναι 2.

∆.     ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1.  Να βρείτε το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης του α µε τον β στις παρακάτω περιπτώσεις:

i. α = 103,  β = 12, ii. α = -59,  β = 6 iii. α = 127,  β = -7    iv.  α = -98,  β = -3

2. Να βρείτε τους φυσικούς αριθµούς α, β, γ, δ για τους οποίους ισχύουν:

α. 6 24 72 658α+ β+ γ + δ =

β. 6, 4, 3α < β < γ <

3. Να εξετάσετε πότε ο αριθµός 
2 2

3

ν +α =  να είναι ακέραιος αν ν∈Ζ

4. Να βρείτε οι τιµές του ρ∈Ζ  ώστε ο αριθµός 
5 3

6

ρ +α =  να είναι ακέραιος.

5. Να δείξετε ότι για κάθε α∈Ζ  ο αριθµός 
( )( )1 2 1

6

α α + α +
 είναι ακέραιος
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6. Αν α περιττός ακέραιος να δείξετε ότι:

α. ο αριθµός 

23 6 3

12

α + α +
 είναι ακέραιος

β. ο αριθµός 
( )( )2 211 15

32

α + α +
είναι θετικός ακέραιος

7. ∆ίνεται το κλάσµα 

2

3 2

1

2

ν + ν +κ =
ν + ν +

, *ν∈Ν   το οποίο απλοποιείται µε τον αριθµό 7.

Να δείξετε  ότι ο ν διαιρούµενος µε 7 δίνει υπόλοιπο 2.

8. Να βρείτε τους ακέραιους αριθµούς ν ώστε ο αριθµός 
2 2

3

ν + ν +α =  να είναι ακέραιος.

9. Έστω α, β, γ διαδοχικοί περιττοί ακέραιοι. Να δείξετε ότι  αν ένας απ’αυτούς διαιρείται

µε τον αριθµό 3 δίνει υπόλοιπο µηδέν (υ = 0)

10. Αν α∈Ζ  και ο α δεν είναι πολλαπλάσιο του 4 να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του

2α  µε τον 4.

11. Να δείξετε ότι η εξίσωση 2x 1 8y= +  έχει λύση στο σύνολο των ακεραίων Ζ.

12. ∆ίνεται η εξίσωση 2x x 0α +β + γ =  όπου οι συντελεστές α, β και ο σταθερός όρος γ

είναι περιττοί ακέραιοι αριθµοί. Να δείξετε ότι η εξίσωση δεν έχει ρητές ρίζες.

13. Έστω f(x) πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές για το οποίο ισχύει ότι f (4)·f (5)  είναι

περιττός αριθµός. Να δείξετε ότι το f(x) δεν έχει ακέραια ρίζα.

14. Να εξετάσετε αν είναι δυνατόν ο αριθµός 3541 να γραφεί ως άθροισµα 600 φυσικών

αριθµών που επιλέγονται από το σύνολο { }A 1,3,5,7,9=

15. Να βρείτε τους φυσικούς αριθµούς x, y ώστε να ισχύει η σχέση 189 13 25= α + β  µε

12α+β < .
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Ε. ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

1. Έστω πολυώνυµο ( ) 3Ρ x x x λ= + − , λ Ζ∈ , x R∈  και ακέραιος α ο οποίος διαιρούµ-

ενος µε τον 9 δίνει πηλίκο λ 1− +  και υπόλοιπο τον ( )Ρ 2 .

α. Να προσδιορίσετε το πολυώνυµο ( )Ρ x  και τον ακέραιο α αν το πηλίκο είναι περιτ-

τός ακέραιος.

β. Να δείξετε ότι οι ακέραιοι α του πρώτου ερωτήµατος αποτελούν διαδοχικούς

όρους αριθµητικής προόδου.

2. α. Να δείξετε ότι για κάθε , , , *κ λ µ∈Ζ ν∈Ν  ισχύει ότι: ( )ν νκλ + µ = πολκ + µ

β. Να βρείτε το τελευταίο ψηφίο του αριθµού 20039 .

(Υπ.: α. ( ) ( ) ( ) ( )P x x 2 Π x P 2= − + , ( ) ( )α λ 1 P 2= − + +
 β. Είναι 9 2 4 1= ⋅ +  και χρησιµοποιήστε το α)




