
10 Υπερβολή

Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Oρισµός

Υπερβολή ονοµάζεται ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων

του επιπέδου, των οποίων η διαφορά των αποστάσεων από

δύο σταθερά σηµεία Ε και Ε΄ είναι σταθερή και µικρότερη

απο την απόσταση των δύο σηµείων. Τα δύο αυτά σηµεία,  Ε

και Ε΄ τα ονοµάζουµε εστίες και τη µεταξύ τους απόσταση

εστιακή απόσταση και τη συµβολίζουµε µε 2γ.

Την απόλυτη τιµή της διαφοράς των αποστάσεων του τυχαίου

σηµείου της υπερβολής από τις δύο εστίες τη συµβολίζουµε µε

2α

Είναι: |(ΜΕ) - (ΜΕ΄)| = 2α

Η εξίσωση της υπερβολής ως προς σύστηµα συντεταγµέ-

νων Οxy µε άξονα x΄x την ευθεία που διέρχεται από τα Ε και

Ε΄ και άξονα y΄y την µεσοκάθετο του ΕΕ΄ είναι:

2 2

2 2

x y
1− =

α β
   , όπου β2 = γ2 - α2.

Η εξίσωση της υπερβολής ως προς σύστηµα συντεταγµέ-

νων Οxy µε άξονα y΄y την ευθεία που διέρχεται από τα Ε και

Ε΄ και άξονα x΄x  την µεσοκάθετο του ΕΕ΄ είναι:

2 2

2 2

y x
1− =

α β
  , όπου β2 = γ2 - α2.

x

y
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Εξίσωση εφαπτοµένης

Έστω η υπερβολή C µε εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1− =

α β
. H εξίσωση

της εφαπτοµένης της υπερβολής C στο σηµείο της Μ(x
1
,y

1
)

είναι :

     
1 1

2 2

xx yy
1− =

α β

Έστω η υπερβολή C µε εξίσωση 
2 2

2 2

y x
1− =

α β
. H εξίσωση

της εφαπτοµένης της υπερβολής C στο σηµείο της Μ(x
1
,y

1
)

είναι :

     
1 1

2 2

yy xx
1− =

α β

• Μνηµονικός κανόνας για την εύρεση της εξίσωσης της

εφαπτοµένης  σε υπερβολή :

Έστω ότι αναζητούµε την εξίσωση της εφαπτοµένης της υπερβολής 
2 2

2 2

x y
1− =

α β
στο ση-

µείο ( )1 1x , yΜ .

α. Γράφουµε την εξίσωση της υπερβολής :  
2 2

2 2

x y
1− =

α β
(1)

β. Επειδή 
2x x·x=  και 

2y y·y=  έχουµε από την (1) : 
2 2

x·x y·y
1− =

α β
.

γ. Στο δεύτερο x και y θέτουµε 1x  και 1y αντίστοιχα και έχουµε 1 1
2 2

x·x y·y
1− =

α β
, που είναι

και η ζητούµενη εξίσωση.

Οµοίως εργαζόµαστε και στην υπερβολή  
2 2

2 2

y x
1− =

α β
.

Ιδιότητες υπερβολής

Έστω µια υπερβολή C, µε εξίσωση :  
2 2

2 2

x y
1− =

α β
.

α. Έχει άξονες συµµετρίας τον  x΄x  και τον  y΄y και
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κέντρο συµµετρίας την αρχή των αξόνων Ο(0,0).

∆ηλαδή ,αν το σηµείο ( )1 1 1x , yΜ  ανήκει στην υπερβολή τότε ανήκουν στην υπερβολή

και τα σηµεία ( )2 1 1x , yΜ − , ( )3 1 1x , yΜ − , ( )4 1 1x , yΜ − − .

β. Τέµνει τον άξονα x΄x στα σηµεία Α(α,0) και Α΄(-α,0) τα

      οποία λέγονται κορυφές της υπερβολής.

∆εν τέµνει τον άξονα y΄y.Το Ο λέγεται κέντρο της υπερβο-

λής.

γ. Η υπερβολή C αποτελείται από δύο ξεχωριστούς κλά-

δους. Οι δύο αυτοί κλάδοι βρίσκονται εκτός της ταινίας

των ευθειών x = -α και x = α.

Γενικά για κάθε σηµείο της υπερβολής µε συντεταγµένες

( )x, y  ισχύει : 
x

x

≤ −α 
 ≥ α 

Ασύµπτωτες υπερβολής

Η υπερβολή 
2 2

2 2

x y
1− =

α β
έχει ασύµπτωτες τις ευθείες

1 : y x
βε =
α

και 2 : y x
βε = −
α

Οι ασύµπτωτες της υπερβολής είναι οι διαγώνιοι του ορθο-

γωνίου ΚΛΜΝ µε κορυφές τα σηµεία ( ),Κ α β , ( ),Λ α −β ,

( ),Μ −α −β , ( ),Ν −α β  το οποίο λέγεται ορθογώνιο βάσης

της υπερβολής.

• Μνηµονικός κανόνας για τις ασύµπτωτες των υπερβολών:

Οι ασύµπτωτες των υπερβολών C
1
:

2 2

2 2

x y
1− =

α β
 και  C

2
: 

2 2

2 2

y x
1− =

α β
βρίσκονται αν παραγο-

ντοποιήσουµε το πρώτο µέλος των παραπάνω εξισώσεων και  θέσουµε κάθε παράγοντα

ίσο µε το µηδέν.

Εκκεντρότητα υπερβολής

Έστω η υπερβολή C µε εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1− =

α β
 . Ονοµάζουµε εκκεντρότητα της υπερβολής

και τη συµβολίζουµε µε ε το λόγο  
2

2

γ γε = =
α α

  . Είναι  ε  > 1.

Αποδεικνύεται ότι:  2 1
β = ε −
α
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Aπό τη σχέση αυτή καταλαβαίνουµε, ότι η εκκεντρότητα ε

προσδιορίζει το συντελεστή διεύθυνσης 
β
α  της ασυµπτώ-

του της υπερβολής. Εποµένως χαρακτηρίζει το ορθογώνιο

βάσης και τη µορφή της υπερβολής.

Όταν η εκκεντρότητα ε τείνει στο 1, ο λόγος 
β
α  τείνει στο 0,

εποµένως το β τείνει στο 0. Τότε το ορθογώνιο βάσης γίνε-

ται επίµηκες και η υπερβολή γίνεται “κλειστή”.

Β.   ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα 1

Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής, που έχει εστίες τα σηµεία ( )´ 5,0Ε −  ( )5,0Ε

και διέρχεται από το σηµείο ( )2 2,1Μ .

Λύση

Είναι 5γ = , οπότε 2 2 2 25β = γ −α = −α .

Εποµένως, η εξίσωση της υπερβολής είναι της µορφής:  

2 2

2 2

x y
1

5
− =

α −α
.

Επειδή το σηµείο ( )2 2,1Μ  ανήκει στην υπερβολή, οι συντεταγµένες του  επαληθεύουν

την εξίσωση της, δηλαδή ισχύει:

4 2 2
2 2

8 1
1 14 40 0 10

5
− = ⇔ α − α + = ⇔ α =

α −α
 ή 2 4α =

Επειδή 2 2α < γ  θα είναι 
2 4α =  και εποµένως η εξίσωση της υπερβολής είναι: 

2
2x

y 1
4
− = .

Για να βρούµε την εξίσωση µιας υπερβολής πρέπει να προσδιορίζουµε  τις τιµές

των α, β. ∆εδοµένου, ότι έχουµε τη σχέση 2 2 2γ α β= + , αρκεί  να βρούµε άλλες δύο

σχέσεις. Όταν µας δίνονται οι εστίες, γνωρίζουµε το γ. Όταν µας δίνονται οι κορυ-

φές, γνωρίζουµε τα α και β αντίστοιχα. Όταν µας δίνεται η εκκεντρότητα 
γ

ε
α

 =  
έχουµε µια σχέση ανάµεσα στα α, γ.

Κατηγορία - Mέθοδος   1
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Παράδειγµα 1

Να βρείτε τις εφαπτόµενες της υπερβολής 2 2C : 25x 4y 100− = , που είναι παράλληλες

στην ευθεία : 3x y 2002 0ε − + = .

Λύση

Έστω ( )1 1x , yΜ  το σηµείο επαφής της εφαπτοµένης και της υπερβολής, τότε η εξίσω-

ση της εφαπτοµένης στο σηµείο Μ είναι : 1 1: 25xx 4yy 100δ − = (1)

Όµως το σηµείο Μ ανήκει και στην υπερβολή που σηµαίνει ότι οι συντεταγµένες του

επαληθεύουν την εξίσωσή της ,δηλαδή : 
2 2

1 1M C 25x 4y 100∈ ⇔ − = (2)

Γνωρίζουµε επίσης ότι η ε είναι παράλληλη στη δ, άρα ισχύει η ισοδυναµία :

1

1

25x
// 3

4yδ εδ ε ⇔ λ = λ ⇔ =             (3)

Από τις σχέσεις (2) και (3) υπολογίζουµε τα 1 1x , y .

1
1 1 1

1
1

22 2
111 1

12y25x 12y x3 x 254y 25...
25

y11y 62525x 4y 100
11

    == =    ⇔ ⇔ ⇔    
     = ±=− =    

Για 1
25

y
11

=  έχουµε 1
12

x
11

=  και για 1
25

y
11

= −  έχουµε 1
12

x
11

= − .

Αντικαθιστούµε στην (1) τις  παραπάνω τιµές των 1x  και 1y και  έχουµε:

3x y 11 0− − =    ή   3x y 11 0− + =
που είναι οι ζητούµενες εξισώσεις των εφαπτοµένων.

Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Να βρείτε, αν υπάρχουν, τις τιµές του κ για τις οποίες η ευθεία : x 2yε + = κ  εφάπτεται

στην  υπερβολή 
2 2C : x y 1− = .

Για να βρούµε την εξίσωση της εφαπτοµένης  υπερβολής  σε σηµείο της Α, προσδιο-

ρίζουµε απο τα δεδοµένα τις συντεταγµένες του σηµείου επαφής Α.

Κατηγορία - Mέθοδος   2
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Λύση

Για να βρούµε τα σηµεία τοµής της ευθείας και της υπερβολής πρέπει να επιλύσουµε το

σύστηµα των εξισώσεών τους :

( )22 2 2

x 2yx 2y

x y 1 2y y 1

= κ − + = κ    ⇔ ⇔   
− = κ − − =      

2 2 2

x 2y

4 y 4y y 1 0

= κ −  
 
κ − κ + − − =  

⇔

2 2

x 2y

3y 4 y 1 0 (1)

= κ −  ⇔  
− κ + κ − =  

Η εξίσωση (1) είναι δευτέρου βαθµού ως προς y. Για να εφάπτεται η ευθεία (1) στην

υπερβολή θα πρέπει να έχει µία µόνο λύση ως προς y. Πρέπει δηλαδή να έχει διακρίνουσα

ίση µε το µηδέν.  ∆ηλαδή

2 2 2 20 16 12 12 0 4 12 0 3∆ = ⇔ κ − κ + = ⇔ κ + = ⇔ κ = −
που είναι αδύνατο.

Κατά συνέπεια και το παραπάνω σύστηµα είναι αδύνατο στο R, άρα δεν υπάρχει Rκ∈
τέτοιος ώστε η ευθεία ε να εφάπτεται της υπερβολής C.

Άσκηση 2

Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής, που έχει τις εστίες της στον άξονα x΄x, συµµετρι-

κές ως προς την αρχή των αξόνων και επίσης:

α. Έχει εστιακή απόσταση (EE΄) = 6 και εκκεντρότητα 
3

2
ε =

β. Έχει εστιακή απόσταση (EE΄) = 4 και ασύµπτωτες τις διχοτόµους των γωνιών των

αξόνων.

Λύση

α. Γνωρίζουµε ότι ( )´ 6 2 6 3ΕΕ = ⇔ γ = ⇔ γ = .

Επίσης 
3 3

2
2

γε = ⇔ = ⇔ α =
α α

. Aκόµα: 2 2 9 4 5β = γ −α = − = .

Άρα τελικά η ζητούµενη εξίσωση της υπερβολής θα είναι: 
2 2 2 2

2 2

x y x y
1 1

4 5
− = ⇔ − =

α β
.

β. Γνωρίζουµε ότι ( )EE´ 4 2 4 2= ⇔ γ = ⇔ γ = .

Μία από τις ασύµπτωτες είναι η y = x οπότε θα έχουµε 1
β = ⇔ α = β
α

.

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2β = γ −α ⇔ γ = β +α ⇔ = α ⇔ α =
Άρα τελικά η ζητούµενη εξίσωση της υπερβολής  είναι :

2 2 2 2
2 2

2 2

x y x y
1 1 x y 2

2 2
− = ⇔ − = ⇔ − =

α β
 (ισοσκελής υπερβολή)
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Άσκηση 3

Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της υπερβολής 2 2C : 9x y 32− = που διέρχονται από το ση-

µείο ( )0, 16Ρ − .

Λύση

Έστω ( )1 1x , yΜ  το σηµείο επαφής της εφαπτοµένης και της υπερβολής. Τότε η εξίσωση

της εφαπτοµένης είναι : 1 19xx yy 32− = (1)

Όµως το σηµείο Μ ανήκει και στην υπερβολή δηλαδή οι συντεταγµένες του  επαληθεύουν

την εξίσωση της. Άρα  ισχύει : 2 2
1 19x y 32− = (2)

Επίσης το σηµείο Ρ ανήκει στην εφαπτοµένη  οπότε :

1 1 19·0·x 16y 32 y 2+ = ⇔ =    (3)

Για να βρούµε τα 1 1x , y  επιλύουµε το σύστηµα των (2) και (3) .Έχουµε :

1 1 1 1

2 2 2 2 2
11 1 1 1

y 2 y 2 y 2 y 2

x 29x y 32 9x 2 32 x 4

= = =      =     ⇔ ⇔ ⇔       = ±− = − = =           

Αντικαθιστούµε στην  (1) τις παραπάνω τιµές για τα 1x  και 1y  και έχουµε :

9·2x 2y 32 9x y 16 0− = ⇔ − − =   ή  ( )9· 2 x 2y 32 9x y 16 0− − = ⇔ + + = ,

που είναι  οι ζητούµενες εξισώσεις των εφαπτοµένων .

Άσκηση 4

Από σηµείο ( )0 0A x , y  εκτός της υπερβολής 
2 2

2 2

x y
1− =

α β
 φέρνουµε δύο εφαπτόµενες

προς την υπερβολή και έστω Β, Γ τα σηµεία επαφής. Να δείξετε ότι η εξίσωση της

ευθείας ΒΓ είναι:  0 0
2 2

xx yy
1− =

α β
  (1)

Λύση

Έστω ( )1 1B x , y  και ( )2 2x , yΓ . Η εφαπτοµένη στο Β έχει

εξίσωση 1 1
1 2 2

xx yy
: 1ε − =
α β

.

Επειδή διέρχεται από το ( )0 0A x , y , ισχύει 0 1 0 1
2 2

x x y y
1− =

α β
Η τελευταία ισότητα µας δίνει την πληροφορία ότι η εξίσω-

ση (1) είναι εξίσωση ευθείας, η οποία διέρχεται από το Β

(αφού οι συντεταγµένες του Β την ικανοποιούν).
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Η εφαπτοµένη στο Γ έχει εξίσωση 2 2
2 2 2

xx yy
: 1ε − =
α β

. Επειδή διέρχεται απο το

( ) 0 2 0 2
0 0 2 2

x x y y
A x , y : 1− =

α β
  (2). Η ισότητα (2) µας λεει ότι η (1) είναι εξίσωση ευθείας η

οποία διέρχεται από το Γ. Επειδή απο δυο σηµεία διέρχεται µόνο µία ευθεία η εξίσωση (1)

παριστάνει την ευθεία ΒΓ.

Ασκηση 5

Να βρεθεί η εξίσωση της ισοσκελούς υπερβολής, η οποία έχει ίδιες εστίες µε την έλλειψη:

2 2x y
1

9 4
+ =

Λύση

Για την έλλειψη έχουµε α = 3, β = 2 και 2 2 2 29 4 5 5γ = α −β = − ⇔ γ = ⇔ γ = . Αφού η

έλλειψη και η υπερβολή έχουν ίδιες εστίες, έχουν ίδιο γ. Η υπερβολή είναι ισοσκελής,

δηλαδή της µορφής 2 2 2x y− = α .

Έχουµε

2 2 2 2 2
2 2 5 52 2 5

2 25

α=β γ = α +β ⇔ γ = α ⇔ α = ⇔ α = ⇔ α =
γ = 

.

Εποµένως η  εξίσωση της ζητούµενης υπερβολής είναι  2 2 5
C : x y

2
− = .

Ασκηση 6

∆ίνεται η υπερβολή  

2 2x y
1

9 16
− = . Να βρεθεί το εµβαδόν του τριγώνου που σχηµατίζε-

ται από την ευθεία y = 4 και τις ασύµπτωτες της υπερβολής.

Λύση

Επειδή  α = 3 και β = 4 οι ασύµπτωτες έχουν εξισώσεις

1
4

: y x
3

ε =   και  2
4

: y x
3

ε = − .

Απο το σύστηµα των ε
1 
και y = 4 θα προσδιορίσουµε τις

συντεταγµένες του Β. Είναι

4
x 3y x

3
y 4

y 4

 == ⇔ == 

  , δηλαδή ( )B 3,4 .
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Απο το σύστηµα των ε
2 
και y = 4 θα προσδιορίσουµε τις  συντεταγµένες του Α. Είναι

4
x 3y x

3
y 4

y 4

 = −= − ⇔ == 
  , δηλαδή ( )A 3,4− .

Είναι ( )OA 3,4
→

= − , ( )OB 3,4
→

=  και  
� 3 4

det OA,OB 24
3 4

→ →  −
= = −   

.

Εποµένως ( )
�1 1

OAB det OA,OB ·24 12
2 2

→ → 
= = =   

.

Άσκηση 7

Να εξετάσετε τι γραµµή παριστάνει η εξίσωση :

2 2

2 2

x y− = µ
α β

 , , , Rα β µ∈  (1) Rµ∈ , µε α > β.

Λύση

α. Αν 0µ ≠  τότε  ( )
2 2

2 2

x y
1 1⇔ − =

α µ β µ
(2)

 i. Αν µ > 0 τότε ( )
( ) ( )

2 2

2 2

x y
2 1⇔ − =

α µ β µ
 , η οποία παριστάνει υπερβολή µε παραµέ-

τρους : Α = α µ , Β = β µ  και 2 2 2 2 2Γ = Α +Β = µα +µβ  , οπότε έχει εστίες

( )2 2 ,0Ε µα +µβ       και     ( )2 2
΄ ,0Ε − µα +µβ .

ii . Aν µ < 0 τότε ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

y x
2 1⇔ − =

β −µ α −µ
 ,  µε Α = β µ , Β = α µ  και

2 2 2Γ = β µ +α µ  , οπότε οι εστίες της είναι ( ) ( )2 2 2 20, , ΄ 0,Ε β µ + α µ Ε − β µ + α µ

β. Αν µ = 0 τότε ( )
2 2

2 2

x y x y x y x y
1 0 0 0

  ⇔ − = ⇔ − + = ⇔ − =  α β α β α βα β   
 ή 

x y
0+ =

α β

∆ηλαδή η (1) παριστάνει τις ευθείες  βx - αy = 0  και  βx + αy = 0.

Άσκηση 8

∆ίνεται η υπερβολή 2 2x y 1− =  και το σηµείο Μ (1, 2). Από το Μ φέρνουµε τις εφαπτό-

µενες προς την υπερβολή και έστω Β, Γ είναι τα σηµεία επαφής.
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α. Να προσδιορισθεί η εξίσωση της ΒΓ.

β. Να υπολογισθεί η απόσταση του Μ από τη ΒΓ.

γ. Να υπολογισθεί το εµβαδόν του τριγώνου ΜΒΓ.

Λύση

α. Η ΒΓ έχει εξίσωση 1 1B : xx yy 1Γ − =  όπου ( )1 1x , y

είναι το σηµείο από το οποίο άγονται οι εφαπτόµενες.

 Οπότε B : x 2y 1Γ − = .

β. Είναι ( ) 1 1 2·2 1 4 4 5
d M, B

51 4` 5

⋅ − −
Γ = = =

+
.

γ. Το εµβαδόν του τριγώνου ΜΒΓ
�

 είναι  ( ) 1
·

2
ΜΒΓ = ΒΓΜΚ , όπου ΜΚ η απόσταση του

Μ από τη ΒΓ. Για να βρούµε τα Β, Γ λύνουµε το σύστηµα των  εξισώσεων της ευθείας ΒΓ

και της υπερβολής :

( )22 2 2x y 1 2y 1 y 1

x 2y 1 x 2y 1

− = + − = ⇔ ⇔ 
− =  = +  

2 2 24y 4y 1 y 1 3y 4y 0

x 2y 1 x 2y 1

 + + − = + = ⇔ ⇔ 
= + = +  

( )
4 4

y 0 ή y y 0 ή y
y 3y 4 0 3 3

8 5x 2y 1 x 1 ή x 1 x 1 ή x
3 3

 = = − = = − + =   ⇔ ⇔  
= +   = = − + = = −

  

Εποµένως , είναι ( )1,0Γ  και 
5 4

,
3 3

 Β − −  
.

Έτσι ( )
2 2 2 2

5 4 8 4 64 16 80
1

3 3 3 3 9 3

+       ΒΓ = + + − = + − = =              
 και το εµβαδόν του

τριγώνου ΜΒΓ είναι ( ) 1 80 4 2 8
4

2 3 3 35
ΜΒΓ = ⋅ ⋅ = =  τ.µ .

Άσκηση 9

Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων, οι οποίοι διέρχονται από το

σηµείο ( )A 2,0  και εφάπτονται εξωτερικά του κύκλου ( )2 2C : x 1 y 1+ + =
Λύση

Το κέντρο του κύκλου C είναι το ( )K 1,0−  και η ακτίνα του ρ = 1.

Έστω Μ τυχαίο σηµείο του γεωµετρικού τόπου.

Είναι
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )MK MB BK MK MA BK= + ⇔ = + ⇔

( ) ( ) ( ) ( ) ( )MK MA BK MK MA 1⇔ − = ⇔ − =

Εποµένως η διαφορά των αποστάσεων του σηµείου Μ

από τα σταθερά σηµεία Κ και Α είναι σταθερή και ίση

µε 1. Το σηµείο Μ λοιπόν, ανήκει στην υπερβολή µε

εστίες τα Κ, Α και σταθερή διαφορά 
1

2 1
2

α = ⇔ α = .

Η εστιακή της απόσταση είναι ( ) 3
3 2 3

2
ΚΑ = ⇔ γ = ⇔ γ = .

Εποµένως 2 2 2 2 9 1 8
2 2

4 4 4
β = γ −α ⇔ β = − = = ⇔ β = . Ο ζητούµενος γεωµετρικός τό-

πος είναι ο δεξιός κλάδος (ΜΚ > ΜΑ) της υπερβολής   
2 2 2

2x y y
1 4x 1

1 2 2
4

− = ⇔ − = .

Άσκηση 10

∆ίνεται η υπερβολή 
2 2

2 2

x y
C : 1− =

α β
. Να δείξετε ότι:

α. Η απόσταση της εστίας Ε(γ,0) από την ασύµπτωτη y x
β=
α  ισούται µε β.

β. To εµβαδόν του τριγώνου, που σχηµατίζεται από µια τυχαία εφαπτοµένη της

υπερβολής και τις ασύµπτωτες είναι σταθερό και ίσο µε αβ.

Λύση

α. Η ασύµπτωτη (ε
1
) έχει εξίσωση

1 : y x x y 0
βε = ⇔ β −α =
α

.

Η εστία Ε έχει συντεταγµένες Ε(γ, 0).

Εποµένως η απόσταση της Ε από την (ε
1
)είναι:

( )1 2 2
d E,

βγ βγε = = = β
γβ + α

.

β. Υπολογίζουµε τις συντεταγµένες των σηµείων τοµής της

εφαπτόµενης (ε) µε την ασύµπτωτη (ε
1
) και της εφαπτο-

µένης µε την ασύµπτωτη (ε
2
) .

Η εφαπτοµένη στο τυχαίο σηµείο ( )1 1x , yΑ  της υ-
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περβολής έχει εξίσωση

( ) 2 2 2 21 1
1 12 2

xx yy
: 1 x x y yε − = ⇔ β −α = α β
α β .

Η ασύµπτωτη (ε
1
) έχει εξίσωση y x

β=
α

και η (ε
2
) έχει εξίσωση y x

β= −
α

.

Έτσι έχουµε:  

2 2 2 22 2 2 2
1 11 1

1

x x y x: x x y y

: y x y x

β β −α = α βε β −α = α β   α⇔ ⇔ β βε =  =α  α

22

1 11 1
2

1 1

xx
x yx y

yy x
x y

 α β α β == β −α β −α⇔ ⇔ 
αββ  ==  β −αα 

.  Εποµένως 
2 2

1 1 1 1

B ,
x y x y

 α β αβ
 β −α β −α 

Ακόµα έχουµε  

2

2 2 2 2
1 1

1 1

2
2

1 1

x: x x y y x y
...

: y x
y

x y

 α β= ε β −α = α β β +α ⇔ ⇔ βε = − αβ  = −α  β + α

Εποµένως 
2 2

1 1 1 1

,
x y x y

 α β αβΓ − β + α β +α 
.

Το εµβαδόν του τριγώνου ΟΒΓ δίνεται από τον τύπο ( ) 1
det O ,

2

→ → ΟΒΓ = Β ΟΓ  
.

Έχουµε: 
2 2

1 1 1 1

O ,
x y x y

→  α β αβΒ =  β −α β −α 
 και 

2 2

1 1 1 1

O ,
x y x y

→  α β αβΓ = − β + α β +α 
.

Εποµένως ( )

2 2

3 3
1 1 1 1

2 2 2 22 2
1 1

1 1 1 1

x y x y1 1
| | 2

2 2 x y

x y x y

α β αβ
β −α β −α α βΟΒΓ = =

β −αα β αβ−
β +α β +α

(1)

Το σηµείο Α ανήκει στην υπερβολή.

Εποµένως ισχύει:  

2 2
2 2 2 2 2 21 1

1 12 2

x y
1 x y− = ⇔ β −α = α β

α β
    (2)
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Η (1) γίνεται σύµφωνα µε την (2): ( )
3 3

2 2

α βΟΒΓ = = αβ
α β

.

Άσκηση 11

Να δείξετε ότι το σηµείο 
1

,
 Μ εφθ συνθ 

, ,
2 2

π π θ∈ −  
 κινείται σε υπερβολή. Να βρεί-

τε τις κορυφές Α, Α΄, τις εστίες της Ε και Ε΄ και τις ασύµπτωτες.

Λύση

Έστω ( )x, yΜ . Τότε 
1

x =
συνθ

και y = εφθ. Απο την ταυτότητα 2
2

1
1= + εφ θ

συν θ
παίρνου-

µε : 2 2 2 2x 1 y x y 1= + ⇔ − = .

Εποµένως το Μ κινείται  στην υπερβολή µε εξίσωση : 2 2x y 1− = .

Επειδή ,
2 2

π π θ∈ −  
 είναι συνθ > 0 x 0⇔ > , δηλαδή το Μ κινείται στο δεξιό κλάδο της

παραπάνω ισοσκελούς υπερβολής. Είναι α = 1, β = 1 και 2γ = .

Εποµένως η υπερβολή έχει κορυφές ( ) ( )A 1,0 ,A´ 1,0− , εστίες ( )E 2,0  και ( )E´ 2,0−

και ασύµπτωτες τις ευθείες y x=  και y x= −

Άσκηση 12

Να βρεθεί συνθήκη ώστε η ευθεία ( ) : y x kε = λ +  να εφάπτεται στην υπερβολή

2 2

2 2

x y
C : 1− =

α β
.

Λύση

Η ευθεία και η υπερβολή εφάπτονται αν και µόνο αν, το σύστηµα των εξισώσεων τους έχει

µοναδική λύση (διπλή ρίζα).

Έχουµε:

( )22 2 2

2 2 2 2

y x ky x k

x y x kx1 1

= λ + = λ + 
⇔ ⇔λ + − = − = α β α β 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2

y x ky x k

x 2 k x 0 (1)x x k

= λ += λ +  ⇔ ⇔  β −α λ − α λ −α β −α κ =β −α λ + = α β   
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Η εξίσωση (1) είναι δευτέρου βαθµού ως προς x.

Απαιτούµε να έχει διπλή ρίζα, έτσι

( )( )4 2 2 2 2 2 2 2 2 20 4 k 4 k 0∆ = ⇔ α λ − β −α λ −α −α β = ⇔  2 2 2 2k +β = α λ (2)

Η (2) είναι η ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε η ευθεία (ε) να εφάπτεται στην υπερβολή C.

Άσκηση 13

∆ίνεται η υπερβολή 2 2C : 9x y 32− = . Να δείξετε, ότι η ευθεία (ε) η οποία διέρχεται

από το σηµείο ( )M 2, 2−  της υπερβολής και είναι κάθετη στην ευθεία : x 9y 18 0δ − + =
εφάπτεται στην υπερβολή C.

Λύση

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας (δ) είναι 
1

9δλ = .

Επειδή ( )( ) 1 9ε δ εε ⊥ δ ⇔ λ λ = − ⇔ λ = − .

Η ευθεία (ε) διέρχεται από το σηµείο ( )2, 2Μ −  και έχει

συντελεστή διευθυνσης 9ελ = − .

Εποµένως η εξίσωσή της είναι:

( )y 2 9 x 2 y 9x 16+ = − − ⇔ = − + .

Λύνουµε το σύστηµα της (ε) και της υπερβολής C

( )22 2 229x y 32 x 4x 4 0 (1)9x 9x 16 32

y 9x 16 y 9x 16y 9x 16

− = − + =− − + = ⇔ ⇔ 
= − + = − + = − +  

H εξίσωση (1) είναι δευτεροβάθµια ως προς x και έχει ∆ =

0. Εποµένως η εξίσωση, αλλά και το σύστηµα έχουν µοναδική λύση. Αυτό σηµαίνει ότι η

ευθεία εφάπτεται στην υπερβολή.

Άσκηση 14

∆ίνεται η εξίσωση  
2 2x y

1
16 4

+ =
λ − λ −

(1)

Να εξετασθεί τι γραµµή παριστάνει για κάθε τιµή του { }R 4,16λ∈ − . Να βρεθούν οι

εστίες της κάθε καµπύλης.

Λύση

α. 
A 16 0 16

16
4 0 4

ν λ − > λ > 
⇔ ⇔ λ > και λ − > λ > 

 , η (1) παριστάνει έλλειψη της µορφής 
2 2

2 2

x y
1+ =

β α

M
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µε 2 16β = λ −  και 2 4α = λ − ( )α > β .

Οπότε 
2 2 2 4 16 12 2 3γ = α −β = λ − −λ + = ⇔ γ =  και οι εστίες της έλλειψης είναι

( )0, 2 3Ε  και ( )´ 0, 2 3Ε − .

β. Αν 4 < λ < 16 ισχύει λ - 16 < 0 και λ - 4 > 0 όποτε θέτουµε 216−λ = β  και 24λ − = α  και

η (1)  γίνεται 
2 2 2 2

2 2

y x y x
1 1.

4 16
− = ⇔ − =

λ − −λ α β
 ,η οποία είναι εξίσωση υπερβολής.

Ισχύει: 
2 2 2 2 4 16 12 2 3γ = α +β ⇔ γ = λ − + −λ = ⇔ γ = .

Οπότε ( )0, 2 3Ε  και ( )´ 0, 2 3Ε −  είναι οι εστίες της υπερβολής αυτής.

γ. Αν λ < 4 ισχύει λ - 16 < 0 και λ - 4 < 0 οπότε η (1) γίνεται

2 2 2 2x y x y
1 1

16 4 16 4
− − = ⇔ + = −

−λ −λ −λ −λ
 (2)

Θέτουµε 216 −λ = α  και 24−λ = β  και έχουµε: (2) 
2 2

2 2

x y
1⇔ + = −

α β
  ,που είναι προφα-

νώς αδύνατη.

∆.        ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 2 2x 4y 4− =  είναι εξίσωση υπερβολής και να βρεθούν οι

     εστίες της και η εκκεντρότητά της.

(Υπ.:  ( )E 5,0  και ( )E´ 5, 0−  και 
5

2
ε = )

2. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων της υπερβολής 2 2C : 9x y 32− =  που είναι

    παράλληλες προς την ευθεία : 9x y 9 0ε + + = .

(Απ.: y 9x 16= − +   ή  y 9x 16= − − )

3. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων της υπερβολής 
2 2

C :
x y

1
9 4
− =  που διέρ

    χονται από το σηµείο ( )M 3,4 .                                                  (Απ.: x 3=    ή  
5 3

y x
6 2

= + )
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4. Να βρείτε τις κορυφές, τις εστίες και την εκκεντρότητα της υπερβολής µε εξίσωση 
2 2y x

1
25 1

− = .

(Απ.: ( )A 0,5  και ( )A´ 0, 5−  και ( )0, 26Ε  και ( )´ 0, 26Ε −  και 
26

5
ε = )

5. Να υπολογίσετε το εµβαδόν του τριγώνου που σχηµατίζεται από τις ασύµπτωτες της υπερβο-

λής 
2 2

C :
x y

1
9 4
− =  και την ευθεία y 2= .

( Απ.: 
16

3
)

6. ∆ίνεται η υπερβολή 
2 2

C :
x y

1
4 5
− = . Να βρεθεί η εκκεντρότητά της και οι εστίες της. Επιπλέον

να βρεθούν και οι ασύµπτωτες της υπερβολής.

( Απ.: 
3

2
ε =  και ( )0,3Ε  και ( )´ 0, 3Ε − )

7. Να βρεθούν οι ασύµπτωτες της υπερβολής 
2 2

C :
x y

1
4 5
− = .

(Απ.: 
2

y x
3

= ± )

8. Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής αν έχει εστιακή απόσταση 2γ = 20 ασύµπτωτες y x
3

4
= ±

   και οι εστίες της είναι στον άξονα x΄x.

(Απ.: 

2 2x y
1

36 64
− = )

9. Να βρεθεί η εξίσωση της χορδής της υπερβολής 
2

2x
C : y 1

4
− = , η οποία έχει µέσο το

   σηµείο ( )M 3, 1− .

  (Απ: 3x 4y 5 0+ − = )

10. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 2 29x 16y 144− =  παριστάνει υπερβολή και να βρεθούν οι

     κορυφές, οι εστίες και η εκκεντρότητα αυτής.

( ) ( ) ( ) ( ) 5
A ' 4,0 , A 4,0 , E ' 5,0 , E 5,0 , ε

4
 − − =  
Απ. :
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11. Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής µε κέντρο την αρχή, εστία το σηµείο ( )8,0  και κορυφή

το ( )6,0 .

2 2x y
1

36 28

 − =  
Απ. :

12. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου που είναι τέτοια ώστε η απόστα-

σή τους από το σηµείο ( )A 8,0  να είναι διπλάσια της απόστασής τους από την ευθεία x 2= .

2 2x y
1

16 48

 − =  
Απ. :

13. Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής που διέρχεται από το σηµείο ( )4,6  και έχει ασύµπτωτες

τις ευθείες y 3 x= ±  και εστίες στον άξονα x΄x.

2 2x y
1

4 12

 − =  
Απ. :

14. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της υπερβολής 
2 2x y

c : 1
9 4
− =  που άγονται από το σηµείο

     ( )A 1,1 .

( )1 41
y 1 x 1

8

 ±− = −  
Απ. :

15. Να βρεθεί η συνθήκη για να εφάπτεται η ευθεία y λx k= +  στην υπερβολή µε εξίσωση

      

2 2

2 2

x y
1

α β
− = .

( )2 2 2 2κ α λ β= −Απ. :

16. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της υπερβολής 2 29x y 32− =  που διέρχονται από το σηµείο

( )0, 16− .

( )y 9x 16, y 9x 16= − = − −Απ. :

17. Να αποδειχθεί ότι κάθε ευθεία που διέρχεται από το σηµείο ( )1,4  και είναι παράλληλη προς

την ευθεία x y 1 0− + =  εφάπτεται στην υπερβολή: 2 2x 4y 12− = .
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Ε. ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

∆ίνεται η ισοσκελής υπερβολή  2 2c : x y 4− = . Έστω ( )0 0M x , y  ένα σηµείο της στο 1ο

τεταρτηµόριο. Θεωρούµε την εφαπτοµένη (ε) της υπερβολής σε σηµείο της Μ, που

σχηµατίζει µε τους άξονες τρίγωνο µε εµβαδόν Ε. Έστω (η) η κάθετη στην εφαπτοµένη

στο σηµείο Μ, που σχηµατίζει µε τις ασύµπτωτες της (c) τρίγωνο εµβαδού Ε
1
.

Έστω Ε
2
 το εµβαδόν του τριγώνου που σχηµατίζεται από την εφαπτοµένη στο σηµείο Μ

και τις ασύµπτωτες της (c).

Να αποδείξετε ότι :  2

1E E 64= και ( )2 3
1 2E E E= .

(Υπ.:  Γράψτε την εξίσωση της εφαπτοµένης στο Μ και της κάθετης της εφαπτοµένης στο Μ

 και βρείτε τα σηµεία τοµής αυτών µε τους άξονες και τις ασύµπτωτες).


