
3 Εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων

Α.  ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Εσωτερικό γινόµενο

Ορίζουµε ως εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων ,α β
→ →

 τον πραγµατικό αριθµό

         

�

, , 0 0
·

0 , 0 ή 0

α β συν α β αν α και β
α β

αν α β

�� � → → → → → →

→ →

→ → → →

  
≠ ≠    =  


= =

Έστω ( )1 1x , yα
→
=  και ( )2 2x , yβ

→
=  . Αποδεικνύεται ότι:   1 2 1 2· x x y yα β

→ →
= +

Συµβολίζουµε το 
2·α α α� � �=  (εσωτερικό τετράγωνο του α

→
)

Ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου

1. αβ βα
→→ → →

=  (αντιµεταθετική).

2. ( ), Rλα β λ αβ α λβ λ
→ → →→ → →   = = ∈      

.

3. 
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α α
→ →
=

4. α β γ αβ α γ
→ → → →→ →→ + = +  

.

5. αν α β
→ →
↑↑  τότε αβ α β

�� �→ →
= αν α β

→ →
↑↓  τότε –αβ α β

�� �→→
=

6. Aν 0α
→ →
≠  και β 0

→ →
≠  τότε 

�
1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

x x y y
,

x y x y

αβσυν α β
α β
�� �

→ →
→ →  +

= =   + ⋅ + 
.

7. Aν 0α β αβ
→ → →→
⊥ ⇔ =  ( µε , 0α β

→ → →
≠  ).

8. –1
α β

α β λ λ→ →

→ →
⊥ ⇔ =   ( µε  , 0α β

→ → →
≠  ) αν ορίζονται οι 

α

λ→ , 
β

λ→ .
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Προβολή διανύσµατος σε διάνυσµα

Έστω α
→

, β
→

 δύο διανύσµατα του επιπέδου µε 0α
→ →
≠ .

Ονοµάζουµε προβολή του διανύσµατος β
→

 στο διάνυσµα α
→

(και συµβολίζουµε 
α

προβ β→

→
) το διάνυσµα ΄ ΄Α Β

→
 που είναι η

ορθή προβολή του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ σε ευθεία

παράλληλη µε τον φορέα του α
→

.

Είναι δηλαδή   ΄ ΄
α

Α Β προβ ΑΒ→

→ →
=

Αποδεικνύεται ότι ισχύει:
α

αβ α προβ β→

→ → → →
= ⋅

Σχόλιο: Η παραπάνω σχέση “µεταφέρει” ένα εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων που

σχηµατίζουν µια γωνία φ σε εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων που βρίσκονται στην ίδια

ευθεία και αντίστροφα.

∆εν ισχύουν πάντοτε οι παρακάτω σχέσεις:

1.α β γ αβ γ
→ →→ →→ →   =      

 (προσεταιριστική ιδιότητα)  2.α γ β γ α β
→ → →→ → →

= ⇔ = (ιδιότητα  διαγραφής)

(Ισχύει :   Αν 
→→

= βα  τότε 
→→→→

= γβγα )

3. αβ α β
→→ → →

=    (Ισχύει : 
→→→→

≤ βαβα )           4. 

2 2 2

α β α β
→→ → →  =  

 (Ισχύει : 

→→→→
≤
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2

βαβα )

Τις αναφέρουµε γιατί είναι σχέσεις που ισχύουν στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών R
αλλά δεν ισχύουν γενικά στο εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων.

Β. ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα 1

Να υπολογιστεί η γωνία των διανυσµάτων (3,3)α
→
=  και (0, 2)β

→
= .

Λύση

Είναι 3 0 3 2 6αβ
→→

= ⋅ + ⋅ =  και 9 9 18 3 2α
→
= + = =  και 

2 20 2 2β
→
= + = . Άρα

Για να υπολογίσουµε τη γωνία δύο µη µηδενικών διανυσµάτων
→→
β,α  χρησιµοποιούµε

τον  τύπο 
·α βσυνφ

α β
�� �

→ →

=  , όπου φ η γωνία των δυο διανυσµάτων.
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2
2

2
1

223
6 ==
⋅

=συνφ . Εποµένως οφ̂ 45= .

Παράδειγµα 1

Να δείξετε ότι το διάνυσµα u αβ γ α γ β
→ →→ → →→ →   = −      

 είναι κάθετο στο α
→

.

Λύση

Αρκεί το εσωτερικό γινόµενο u·α
→ →

 να είναι ίσο µε µηδέν.

Είναι:

u·α αβ γ α γ β α αβ γ α α γ β α
→ → → → → → → → → → → → → → → → →            = − = − =                        

0
→→ →→ →→ →→     αβ γ α − α γ βα =          

Άρα u α
→ →
⊥

Παράδειγµα 1

∆ίνεται το διάνυσµα u 5 3α β
� �� �
= + , όπου 2α

��
= , 1β

�
= , �( ),

3

πα β
�� �

= . Να υπολογισθεί το u
�

.

Λύση

Είναι ( )22 2 2 2
u 5 3 5 3 25 30 9= α + β = α + β = α + αβ+ β =
� �� � �� � �� ��� �

�( )2 2 1
25 30 , 9 25 4 30 2 1 9 1

2
= α + α β συν α β + β = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ =

�� �� � �� � �
100 30 9 139+ + = .

Άρα u 139=�

Για να δείξουµε ότι δύο µη µηδενικά διανύσµατα α
→

, β
→

 είναι κάθετα, δείχνουµε ότι

το εσωτερικό τους γινόµενο είναι ίσο µε µηδέν.
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Για να δείξουµε ισότητες ή ανισότητες µε µέτρα διανυσµάτων, υψώνουµε και τα δύο µέλη

στο τετράγωνο, χρησιµοποιούµε την ιδιότητα 
2

·α α α
�� → →

=  και  γνωστές ταυτότητες .
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Για να υπολογίσουµε το µέτρο ενός διανύσµατος που δίνεται ως γραµµικός συνδυασµός

άλλων διανυσµάτων υπολογίζουµε το τετράγωνο του µέτρου χρησιµοποιώντας τον τύπο

2
·α α α

�� → →
=
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Παράδειγµα 1

Έστω 
→
α , 

→
β  µη µηδενικά διανύσµατα. Να δείξετε ότι: 4 3 4 3

→ → → → → →
α− β = α+ β ⇔ α ⊥ β

Λύση
2 2 2 2

4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3
→ → → → → → → → → → → →   α− β = α+ β ⇔ α− β = α+ β ⇔ α− β = α+ β ⇔      

2 2 2 2

16 24 9 16 24 9 48 0 0
→ →→ → → →→ → →→ →→ → →

⇔ α − αβ+ β = α + αβ+ β ⇔ αβ = ⇔ αβ = ⇔ α ⊥ β

(διότι , 0
→ →
α β ≠ )

Παράδειγµα 1

Να αναλύσετε το διάνυσµα (2, 3)
→
α = −  σε δύο κάθετες µεταξύ τους συνιστώσες από τις

οποίες η µία να είναι παράλληλη προς το διάνυσµα (3, 1)
→
β = −

Λύση

α΄ τρόπος.

Έστω 1 1u (x , y )
→
=  και 2 2(x , y )

→
ν =  οι δύο συνιστώσες.

Ισχύει u
→ → →
+ ν = α  και επειδή η σχέση των διανυσµάτων είναι και

σχέση συντεταγµένων:

( ) ( ) 1 2
1 1 2 2

1 2

x x 2 (1)
u x , y x , y (2,-3)

y y 3 (2)
ν α

→ → → + =
+ = ⇔ + = ⇔  + = −

Η µία από τις δύο συνιστώσες, έστω η u
→

 είναι παράλληλη προς

το 
→
β , άρα σύµφωνα µε τη συνθήκη συγγραµµικότητας:

0y3x0y3x0
13

yx
1111

11 =+⇔=−−⇔=
−

 (3)

Η άλλη συνιστώσα, η 
→
ν  είναι κάθετη στο 

→
β . Εποµένως 

2 20 3x y 0
→→
ν β = ⇔ − =  (4)

Λύνουµε το σύστηµα των (1), (2), (3), (4) και βρίσκουµε

1

27
x

10
= , 2

7
x

10

−= , 1

9
y

10

−= , 2

21
y

10

−=  . Εποµένως 
27 9

u ,
10 10

→  = −  
 και 

-7 21
,

10 10

→ − ν =   

Για να αναλύσουµε ένα διάνυσµα σε δύο κάθετες µεταξύ τους συνιστώσες, θέτουµε

τις συνιστώσες µε άγνωστες συντεταγµένες ( παραµετρικές ) και δηµιουργούµε από

τα δεδοµένα σχέσεις µε τις οποίες υπολογίζουµε τους αγνώστους αυτούς.
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Βασικοί γεωµετρικοί τόποι (γ.τ.)

Παράδειγµα 1

Αν Α, Β είναι σταθερά σηµεία του επιπέδου και Ο το µέσον του ΑΒ, να βρείτε το γ.τ των

σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύουν :

i. MA·MB , R= κ κ∈
����� �����

ii. AM·AB , R= κ κ∈
����� ����

iii.
2 2

MA MB , Rκ κ
����� �����

− = ∈ iv.
2 2

MA MB , 0+ = κ κ >
����� �����

β΄ τρόπος

Έστω 1 2

→ → →
α = α + α  (1)    1 1//

→ → → →
α β ⇔ α = λβ  (2)   και 2 2 0

→ → → →
α ⊥ β ⇔ α β =  (3)

Απ’ την (1) εάν πολλαπλασιάσουµε µε β
�

 έχουµε:

2(2)

1 2
(3)

0
→→ → → → → →→ →
α β = α β+ α β⇔αβ = λ β + ⇔ ( )22 2 9

2 3 ( 3) ( 1) 3 ( 1) 6 3 10
10

⋅ + − ⋅ − = λ + − ⇔ + = λ ⇔ λ =

(2) 1
9 9 27 9

(3, 1) ,
10 10 10 10

→ →  ⇔ α = β = − = −  

(1) 2 1
27 9 7 21

(2, 3) , ,
10 10 10 10

→ → → −   ⇔ α = α−α = − − − = −      

Όταν ζητείται ο γεωµετρικός τόπος σηµείων Μ που ικανοποιούν µια διανυσµατική

σχέση, κάνουµε πράξεις σ’αυτήν για να καταλήξουµε σε απλούστερη απο την οποία

θα “φαίνεται” η ιδιότητα των σηµείων Μ.

Έστω Α και Β σταθερά σηµεία και Μ τυχαίο σηµείο του οποίου ζητείται ο τόπος.

Αν καταλήξουµε σε σχέση :

1. MA MB=
����� �����

. Τότε ο γ.τ των σηµείων Μ είναι η µεσοκάθετος του σταθερού

     ευθ.τµήµατος ΑΒ.

2. MA = ρ
�����

, όπου ρ σταθερό. Τότε ο γ.τ των σηµείων Μ είναι κύκλος κέντρου Α και

     ακτίνας ρ.

3. MA MB 0⋅ =
����� �����

. Τότε ο γ.τ των σηµείων Μ είναι κύκλος διαµέτρου ΑΒ.

4. MA B 0⋅ Α =
����� ����

.  Τότε ο γ.τ των σηµείων Μ είναι κάθετη ευθεία στην ΑΒ στο σηµείο Α.

Κατηγορία - Mέθοδος   6
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Λύση

1. Από τη σχέση MA·MB k, k R= ∈
����� �����

, αν Ο το µέσο του ΑΒ

έχουµε:

( )( )MA·MB k MO OA MO OB k= ⇔ + + = ⇔
����� ����� ����� ���� ����� ����

( )( )MO OA MO OA k+ − = ⇔
����� ���� ����� ���� 2 2

MO OA k− = ⇔
����� ����

2 2
MO OA k= +
����� ����

 οπότε :

• Αν 
2

OA k 0+ <
����

, γεωµετρικός τόπος του Μ είναι το κενό σύνολο.

• Αν 
2

OA k 0+ =
����

, γεωµετρικός τόπος του Μ είναι το σηµείο Ο.

• Αν 
2

OA k 0+ >
����

, γεωµετρικός τόπος του Μ είναι κύκλος µε κέντρο Ο και ακτίνα

  
2

OA k+
����

2. Από τη σχέση Rκ,κΑΒ·ΑΜ ∈=
→→

, αν ∆ είναι η προβολή

του Μ στην ΑΒ έχουµε: AM·AB k A ·A k= ⇔ ∆ Β =
����� ���� ���� ����

.

Οπότε  
k

· kΑ∆ ΑΒ = ⇔ Α∆ =
ΑΒ

���� ���� ����

����
.

Άρα προκύπτει ότι ο γεωµετρικός τόπος Μ είναι η κάθετη ευθεία ε  στην ΑΒ στο σηµείο ∆,

αφού το ∆ απέχει σταθερή απόσταση από το σηµείο Α.

3. Από τη σχέση 2 2 , RΜΑ ΜΒ κ κ
→ →

− = ∈ , αν  Γ η προβολή του Μ στην ΑΒ, έχουµε:

( ) ( )2 2
MA MB MA MB · MA MB 2MO·BA 2AB·OM 2AB·OΓ
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ���� ����� ���� ����

− = + − = = =

Άρα 2 · kΑΒΟΓ
���� ����

= . Οπότε 
k

2 k
2

ΑΒ ΟΓ ΟΓ
ΑΒ

���� ���� ����

����= ⇔ = , άρα

προκύπτει, ότι ο γεωµετρικός τόπος του Μ είναι ευθεία ε, κάθε-

τη στην ΑΒ στο σηµείο Γ.

4. Από τη σχέση 
2 2

MA MB k+ =
����� �����

, αν Ο το µέσον  του ΑΒ έχουµε:

2 2
2 2 2 2 2k AB

MA MB k 2MO k MO
2 4

ΑΒ −+ = ⇔ + = ⇔ = = λ
���� ����

����� ����� ����� �����

.

Οπότε: Αν λ < 0 ο γ.τ. του Μ είναι το κενό σύνολο

Αν λ = 0 το σηµείο Μ ταυτίζεται µε το σηµείο Ο.

Αν λ > 0 ο γ.τ. του Μ είναι ο κύκλος µε κέτρο Ο και ακτίνα λ .
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Γ.  ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

∆ίνονται τα διανύσµατα 
→
α , 

→
β  µε 2

→
α = , 3

→
β =  και ,

6

→ → π α β =  
. Να υπολογισθούν τα

επόµενα :

α. 
→ →
αβ          β. 

2 2→ →
α −β          γ. 

2→ → α− β  
          δ. 

→ →
α−β          ε. 2 3

→ → → →  α+ β α− β    
Λύση

α. 
� 3

, 2 3 3
2

→→ → → → → 
αβ = α β συν α β = =   

β. 

2 22 2

4 3 1
→ → → →
α − β = α − β = − =

γ. 

2 2 2

2 4 6 3 1
→ → → → → → α− β = α − αβ+ β = − + =  

δ. 

2 2

1
→ → → → α− β = α− β =  

. Άρα 1
→ →
α− β =

ε. 
2 2

2 22 2

2 3 2 3 2 3

2 3 2 3 2 4 3 3 3 4

→ → → → → → → → → →

→ → → → → → → →

  α+ β α− β = α − αβ+ αβ− β =    

α −αβ− β = α −αβ− β = ⋅ − − ⋅ = −

Άσκηση 2

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διάµεσός του ΑΜ.  Αν ισχύει η ισότητα

→ → → → → →   ΑΒ⋅ΑΓ ΑΓ = ΑΜ⋅ΒΓ ΑΒ      
 (1), να δείξετε ότι το τρίγωνο είναι ορθογώνιο και

ισοσκελές.

Λύση

Τα διανύσµατα 
→
ΑΓ , 

→
ΑΒ  δεν είναι συγγραµµικά, αφού

σχηµατίζουν τρίγωνο. Άρα απο την (1)πρέπει

αναγκαστικά: 0
→ →
ΑΒ⋅ΑΓ =  και 0

→ →
ΑΜ⋅ΒΓ = .

Αλλά 0
→ →
ΑΒ⋅ΑΓ =  σηµαίνει 

→ →
ΑΒ ⊥ ΑΓ , εποµένως το

τρίγωνο είναι ορθογώνιο και 0
→ →
ΑΜ⋅ΒΓ =  

→ →
⇔ ΑΜ ⊥ ΒΓ

δηλαδή η διάµεσος του τριγώνου είναι και ύψος, που σηµαίνει ότι το τρίγωνο είναι ισοσκελές.

Άσκηση 3

α. Για δύο οποιαδήποτε µη µηδενικά διανύσµατα α
�

, β
�

, να δείξετε ότι:
2β

αβπροβ α = β
β

�

���

�� �

�

β.  Έστω τα διανύσµατα 2 i 4 j
→ → →
α = +  και i j

→ → →
β = − . Να βρεθεί η →

→

β
προβ α .

γ.  Έστω 4 i 3 j
→ → →
α = −  και 2 i 5 j

→ → →
β = + . Να βρεθεί η →

→ →

α

 προβ α+ β  
.
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Λύση

α. Το διάνυσµα →

→

β
προβ α  είναι συγγραµµικό µε το 

→
β . Σύµφωνα µε τη συνθήκη

συγγραµµικότητας, υπάρχει Rλ∈  τέτοιο ώστε: →

→ →

β
προβ α = λβ  (1)

Όµως 
2

2→

→ →
→ → → → → → → → → → →

→β

αβ αβ = β προβ α ⇔ αβ = λβ β ⇔ αβ = λβ ⇔ λ =  
β

 (2)

Οπότε χρησιµοποιώντας την (2) ή (1) γίνεται 
2→

→ →
→ →

→β

αβπροβ α = β
β

.

β. 2 i 4 j (2,4)
→ → → →
α = + ⇔ α = ,        i j (1,-1)

→ → → →
β = − ⇔ β = . Εποµένως 2 4 2

→→
αβ = − = −

Σύµφωνα µε το προηγούµενο ερώτηµα έχουµε: 
2

2
( 1,1)

2
→

→ →
→ → → →

→β

βα −προβ α = β = β = −β = −
β

Τελικά →

→ →

β
προβ α = −β

γ. Είναι 4 i -3 j (4,-3)
→ → → →
α = ⇔ α =  και 2 i 5 j (2,5)

→ → → →
β = + ⇔ β = . Εποµένως (6,2)

→ →
α+ β =

και 24 6 18
→ → → α+ β ⋅α = − =  

 Σύµφωνα µε το πρώτο ερώτηµα έχουµε:

2

18 18 72 54
(4, 3) ,

25 25 25 25
→

→ → →

→ → → →

→α

 α+ β α  −    προβ α+ β = α = α = − =      α

Άσκηση 4

Να δειχθεί ότι κάθε εγγεγραµµένη γωνία σε ηµικύκλιο είναι ορθή.

Λύση

Έστω Ο το κέντρο του κύκλου και ΑΒ διάµετρος.

 Θα δείξουµε ότι η γωνία ΒΓ̂Α  είναι ορθή.  Αρκεί 0
→ →
ΓΑ⋅ΓΒ = .

Είναι  ·ΓΑ ΓΒ ΟΑ ΟΓ ΟΒ ΟΓ ΟΑ ΟΓ ΟΑ ΟΓ
→ → → → → → → → → →     = − − = − − − =          
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2 2→ → → → → →   = − ΟΑ−ΟΓ ΟΑ+ΟΓ = − ΟΑ −ΟΓ =       

=

2 2→ → 
− ΟΑ − ΟΓ =   

( )2 2R R 0− − = .

Άσκηση 5

 Για τα διανύσµατα 
→
α και 

→
β  ισχύουν:

α. 
→ →
α ⊥ β ,  β. 3

→ → → →   α+ β ⊥ α− β      
   και   γ. 4

→ →
α−β = . Να υπολογίσετε 

→
α  και 

→
β .

Λύση

Είναι 
→ →
α ⊥ β , άρα 0

→ →
α⋅β =  (1). Επίσης, 3

→ → → →   α+ β ⊥ α− β ⇔      
3 0

→ → → →   α+ β ⋅ α− β = ⇔      
2 2 2 2(1)

3 3 0 3 0
→ →→ →→ → → →

⇔ α − αβ+αβ− β = ⇔α − β =        (2)

Επιπλέον ισχύει  

2 2 2 (1)

4 16 2 16α β α β α αβ β
→ → → → → → → →
− = ⇔ − = ⇔ − + = ⇔ 2 2 16α + β =

�

�

 (3)

Αφαιρούµε την (2) από την (3) και έχουµε:

2 2 2 2 2 2

3 16 4 16 4 2
→ → → → → → →
α + β −α + β = ⇔ β = ⇔ β = ⇔ β = .

Αντικαθιστούµε στην (3) και έχουµε: 
2 2

4 16 12 12 2 3
→ → →
α + = ⇔ α = ⇔ α = =

Άσκηση 6

Αν για τα τρία διανύσµατα του επιπέδου 
→
α , 

→
β , 

→
γ  ισχύουν ότι 1

→ → →
α = β = γ =  και

2
→ → →→
αβ+ β γ =  να δείξετε ότι 

→ → →
α = β = γ .

Λύση

Από τη σχέση 2
→ → →→
αβ+ β γ =  έχουµε: 

� �

, , 2
→ → → → → → → →  
α β συν α β + β γ συν β γ =        

άρα 
� �

, , 2
→ → → →  

συν α β + συν β γ =        
.

Επειδή 1≤συνφ  για να ισχύει η παραπάνω σχέση πρέπει 
�

, 1
→ → 

συν α β =   
 και 

�

, 1
→ → 

συν β γ =   
.

Εποµένως 
�

, 0
→ →

ο 
α β =   

 και 
�

, 0
→ →

ο 
β γ =   

.
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∆ηλαδή τα διανύσµατα 
→
α , 

→
β  και 

→
γ  είναι οµόρροπα. Επειδή έχουν και ίσα µέτρα, έχουµε

→ → →
α = β = γ .

Άσκηση 7

α. Να αποδείξετε ότι 
→ → → →
α⋅β ≤ α ⋅ β  (1) Πότε ισχύει η ισότητα;

β. Να εξετάσετε πότε από την ισότητα 
→ → → →
αβ = α γ  προκύπτει 

→ →
β = γ .

γ. Αν 
→ → → →
α+ β = α + β  να δείξετε ότι 

→ →
α ↑↑ β .

Λύση

α. Παίρνουµε τη σχέση (1) και εργαζόµαστε µε ισοδυναµίες:
�

,
→ → → → → → → → → → 
α⋅β ≤ α ⋅ β ⇔ α ⋅ β συν α β ≤ α ⋅ β ⇔   

� �

, 0 , 1 0
→ → → → → → → → → →    

 ⇔ α ⋅ β ⋅ συν α β − α ⋅ β ≤ ⇔ α ⋅ β συν α β − ≤           
 (2)

Η τελευταία σχέση ισχύει αφού , 0
→ →
α β ≥  και 

�

, 1
→ → 

συν α β ≤   
. Εποµένως ισχύει και η

αρχική.

Από τη σχέση (2) παρατηρούµε ότι θα ίσχυε η ισότητα  αν 0
→
α =  ή 0

→
β =   ή

�

, 1
→ → 

συν α β =   
 δηλαδή 

�

, 0
→ → 
α β =   

 ή π, δηλαδή, όταν τα διανύσµατα 
→
α , 

→
β  είναι

συγγραµµικά.

β. Εργαζόµαστε πάλι στην δοσµένη σχέση µε ισοδυναµίες:

0 0
→→ →→ →→ →→ → → → αβ = α γ ⇔ αβ−α γ = ⇔ α β− γ =  

.

Η τελευταία ισότητα όµως µπορεί να ισχύει αν 0
→
α =  ή 

→ →
β = γ  ή 

→ → →
α ⊥ β− γ .

Για να ισχύει λοιπόν µόνο το 
→ →
β = γ  πρέπει 0

→ →
α ≠  και 

→
α  να µην είναι κάθετο στο

→ →
β− γ .

γ. i. Αν , 0α β
→ → →

≠  Από τη δοσµένη σχέση έχουµε:

22→ → → → → → → → α+ β = α + β ⇔ α+ β = α + β ⇔  

2 2 2

2
→ → → → → → α+ β = α + α β + β ⇔  

2 22 2

2 2 2 2 ,
→ →→ → → → → → →→ → → → → → → → → ⇔ α + αβ+ β = α + α β + β ⇔ αβ = α β ⇔ α β συν α β = α β ⇔  
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, 0 , 1 0
→ → → → → → → → → →    ⇔ α β συν α β − α β = ⇔ α β συν α β − =        

, 0

, 1

→ →
α β ≠

→ → ⇔ συν α β =  

 Άρα 
�

, 0
→ →

ο 
α β =   

 δηλαδή 
→ →
α ↑↑ β .

ii. Αν 
→
α  ή 0β

→ →
=  τότε προφανώς 

→ →
α ↑↑ β .

Άσκηση 8

Αν 1
→
α = , 2

→
β = , 

→ →
α ⊥ β  (1) να βρείτε την προβολή του διανύσµατος 

→ → →
ν = α− β  πάνω

στο διάνυσµα u 2
→ → →
= α+ β .

Λύση

Είναι uπροβ v λ u= ⋅�

� �

, *Rλ∈  (2)

Επίσης
2

u
u u 2 u→

→ → → → → → → → →  ⋅ ν = ⋅προβ ν ⇔ α+ β α− β = λ ⋅ ⇔    
22 2

2 2 2
→ → → → → → → →

⇔ α − αβ+ αβ− β = λ α+ β ⇔

( )
2 2 2 2(*)

2 2 1
2 4 4 2 1 2 4 1 4 2 8

4

→ → → →→ → 
⇔ α − β = λ α + αβ+ β ⇔ ⋅ − = λ ⋅ + ⇔ − = λ ⇔ λ = −   
(*)(διότι 0

→→
αβ = ).  Άρα 

u

1 1
u 2

4 4
→

→ → → → προβ ν = − = − α+ β  
.

Άσκηση  9

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Μ µέσο της πλευράς ΒΓ. Είναι 3
→
ΑΒ = , 2

→
ΑΓ =  και

�

,
6

→ →  πΑΒ ΑΓ =   
. Να υπολογίσετε το συνηµίτονο της γωνίας �( ),ΑΒ ΑΜ

���� �����

.

Λύση

Το συνηµίτονο της γωνίας �( ),ΑΒ ΑΜ
���� �����

 είναι :    
�( ),

→ →

→ →

ΑΒ⋅ΑΜσυν ΑΒ ΑΜ =
ΑΒ ⋅ ΑΜ

���� �����

 (1)

Ως γνωστόν για τη διάµεσο ενός τριγώνου ισχύει

( )1

2
ΑΜ= ΑΒ+ΑΓ
����� ���� ����

  (2).

Εποµένως 
21 1 1

2 2 2

→ → → → → → → →  ΑΒ⋅ΑΜ = ΑΒ⋅ ΑΒ+ ΑΓ = ΑΒ + ΑΒ⋅ΑΓ =    
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�21 1 1 1 3
, 3 3 2 3

2 2 2 2 2

→ → → → → 
= ΑΒ + ΑΒ ΑΓ συν ΑΒ ΑΓ = + ⋅ =   

Σύµφωνα µε τη µέθοδο 3 και τη σχέση (2) έχουµε 
2 2 21 1

4 4

→ → → → → ΑΜ = ΑΒ+ ΑΓ = ΑΒ+ ΑΓ =  
2 21 1 3

2 3 2 3 2 4
4 4 2

→ → → →   
= ΑΒ + ΑΒ⋅ΑΓ+ ΑΓ = + ⋅ + =       

 
13

4
. Άρα  

13

2

→
ΑΜ = .

Εποµένως η σχέση (1) γίνεται: 
3 6 6 39 2 39

,
39 1313 39

3
2

→ → συν ΑΒ ΑΜ = = = =  
.

Άσκηση 10

Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ. Να δείξετε ότι τα σηµεία Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει

0
→ → → →
ΑΒ⋅ΑΜ+ ΑΓ⋅ΑΜ =  βρίσκονται σε ευθεία.

Λύση

Παίρνουµε τη δοσµένη σχέση και τη µετασχηµατίζουµε.

0 0
→ → → → → → → ΑΒ⋅ΑΜ+ΑΓ⋅ΑΜ = ⇔ ΑΒ+ΑΓ ΑΜ = ⇔  

2 0
→ →

⇔ ΑΚ⋅ΑΜ =  (όπου ΑΚ η διάµεσος του τριγώνου ΑΒΓ)

0
→ →

⇔ ΑΚ⋅ΑΜ =  οπότε 
→ →
ΑΚ ⊥ ΑΜ . Άρα το Μ βρίσκεται επάνω

σε ευθεία (ε) που είναι κάθετη στη διάµεσο ΑΚ και διέρχεται

από το σηµείο Α.

Άσκηση 11

α. Να δείξετε ότι για τέσσερα οποιαδήποτε σηµεία Α, Β, Γ, ∆ του επιπέδου ισχύει:

0
→ → → → → →
ΑΒ⋅Γ∆+ ΑΓ⋅∆Β+ Α∆⋅ΒΓ =  (1).

β. Να δείξετε ότι τα ύψη ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο.

Λύση

α. Έστω Ο σηµείο αναφοράς. Από τη σχέση (1) έχουµε:

(1) 0
→ → → → → → → → → → → →        ⇔ ΟΒ−ΟΑ Ο∆−ΟΓ + ΟΓ−ΟΑ ΟΒ−Ο∆ + Ο∆−ΟΑ ΟΓ−ΟΒ = ⇔                

→ → → → → → → → → →
⇔ ΟΒ⋅Ο∆−ΟΒ⋅ΟΓ−ΟΑ⋅Ο∆+ΟΑ⋅ΟΓ+ΟΓ⋅ΟΒ−

0 0 0
→ → → → → → → → → → → → → →
ΟΓ⋅Ο∆−ΟΑ⋅ΟΒ+ΟΑ⋅Ο∆+Ο∆⋅ΟΓ−Ο∆⋅ΟΒ−ΟΑ⋅ΟΓ+ΟΑ⋅ΟΒ = ⇔ =  που ισχύει.

β. Ας υποθέσουµε ότι σε τρίγωνο ΑΒΓ, δύο ύψη του είναι ΑΕ

και το ΒΖ τα οποία τέµνονται στο ∆. Θα δείξουµε ότι και το

τρίτο ύψος περνά από το ∆.

Για τα τέσσερα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ ισχύει η σχέση (1).
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Επειδή  το Α∆ είναι ύψος ισχύει : 0
→ →
Α∆⋅ΒΓ =  (2)

Επειδή  το Β∆ είναι ύψος ισχύει : 0
→ →
Β∆⋅ΑΓ =  (3)

Οπότε η (1) σύµφωνα µε τις  (2) και (3) γράφεται : 0
→ →
ΑΒ⋅Γ∆ = ,

που σηµαίνει ότι 
→ →
ΑΒ ⊥ Γ∆ , δηλαδή το Γ∆  είναι επίσης ύψος

του τριγώνου.

Άσκηση 12

Έστω 
→
α , 

→
β  διανύσµατα του επιπέδου µε 2

→
α = , 1

→
β =  και το διάνυσµα u x

→ → →
= α+ β .

Να βρεθεί το x R∈  ώστε το u
→

 να είναι ελάχιστο. Για την τιµή του x που θα βρείτε να

δείξετε ότι το διάνυσµα u
→

 είναι κάθετο στο 
→
α .

Λύση

Είναι 

2 2 2 2
2u x x 2x

→ → → → → → → = α+ β = α + αβ+ β  
 (1)

Η τιµή του x για την οποία είναι το u
→

 ελάχιστο είναι ίδια µε αυτήν για την οποία είναι το 

2

u
→

ελάχιστο.

Από τη σχέση (1) παρατηρούµε ότι το 

2

u
→

 είναι τριώνυµο ως προς x. Γνωρίζουµε ότι ένα

τριώνυµο µxλkx ++2  λαµβάνει ελάχιστη τιµή για 
k

λ
x

2
−= ,αν k > 0.

Άρα το u
→

 γίνεται ελάχιστο όταν :

2 2

2 ,
2 1

x x x – ,
2

2 2

α β συν α β
αβ συν α β
α α

→ → → →
→ →

→ →

→ →

 
    = − ⇔ = − ⇔ =   

Για αυτή την τιµή του x το u
→

 γίνεται:  
1

u – ,
2
συν α β α β

→ → → → → = ⋅ +  
.

Για να δείξουµε ότι u
→ →
⊥ α , αρκεί να δείξουµε ότι u 0

→ →
⋅α = .

Έχουµε : 
21 1

u , ,
2 2

→ → → → → → → → → → → →    ⋅α = − συν α β ⋅α+ β ⋅α = − συν α β α + βα =        

1
, 4 2 1 ,

2
συν α β συν α β

→ → → →   = − ⋅ + ⋅ ⋅ =      
2 , 2 , 0

→ → → →   − συν α β + συν α β =      
. Άρα u

→ →
⊥ α .

Άσκηση 13

α. ∆ίνονται δύο µη συγγραµµικά διανύσµατα 
→
α  και 

→
β  του επιπέδου. Να αποδείξετε
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ότι οποιοδήποτε διάνυσµα 
→
γ  του επιπέδου µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός

των 
→
α  και 

→
β  κατά µοναδικό τρόπο.

β. ∆ίνονται τα κάθετα διανύσµατα 
→
α  και 

→
β  µε 2

→
α = , 2

→
β = . Να βρεθεί συναρτήσει

των 
→
α  και 

→
β  το µοναδιαίο διάνυσµα u

→
 το οποίο ανήκει στο ίδιο επίπεδο µε τα 

→
α  και 

→
β

και διχοτοµεί την γωνία των 
→
α , 

→
β  .

Λύση

α. Έστω Ο η κοινή αρχή των 
→
α , 

→
β , 

→
γ  και O

→ →
Γ = γ .

Από το Γ φέρνουµε //
→ →
ΓΑ α  και //

→ →
ΓΒ β .

Είναι , , R
→ → → → →

∗ΟΓ = ΟΑ+ ΑΓ = κβ+ λα κ λ∈ .

Άρα 
→ → →
γ = λα+ κβ  (1) δηλαδή το 

→
γ  γράφεται ως γραµµικός

συνδυασµός των 
→
α , 

→
β .

Μοναδικότητα: Έστω , , R
→ → →

∗γ = µα+ νβ µ ν∈  (2)

Από (1), (2) συµπεραίνουµε

 ( ) ( )
→ → → → → →

λα+ κβ = µα+ νβ ⇔ λ −µ α = ν − κ β  (3)

Αν 0λ −µ ≠  τότε 
→ →ν − κα = β

λ −µ
 δηλαδή //

→ →
α β  που είναι άτοπο. Οµοίως αν 0ν − κ ≠ .

Τελικά για να ισχύει η (3) πρέπει λ = µ και ν = κ, δηλαδή το 
→
γ  γράφεται κατά µοναδικό

τρόπο ως γραµµικός συνδυασµός των 
→
α  και 

→
β .

β. Το διάνυσµα u
→

 σύµφωνα µε το προηγούµενο ερώτηµα,

γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως γραµµικός συνδυασµός των
→
α , 

→
β . ∆ηλαδή u

→ → →
= λα+µβ , , Rλ µ∈ .

Τα διανύσµατα 
→
α , 

→
β  είναι κάθετα και το u

→
 διχοτοµεί την

γωνία τους. Άρα σχηµατίζει γωνία 45ο  µε κάθε ένα από αυτά.

Επιπλέον · 0α β α β
→ → → →
⊥ ⇔ = (4)

Έχουµε:

2
(4)u 2

, u
22 1 2u

→ → →
→ → → → →

→ →

→ →

 α λα+µβ α⋅ λα +µαβ   συν α = = ⇔ = ⇔   ⋅α ⋅

2 2 1
4 2

2 22

λ ⋅⇔ = ⇔ λ = ⇔ λ = .
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Ακόµα: 

2
(4)u 2

, u
2 1 2 2u

β λα µβ
β λαβ µβσυν β
β

→ → →
→ → → → →

→ →

→ →

 + ⋅ +   = = ⇔ = ⇔  ⋅  ⋅

2 4 2

2 2 4

µ ⋅= ⇔ µ = .   Τελικά 
1 2

u
2 4

→ → →
= α+ β .

Άσκηση 14

α. Έστω 
→
α , 

→
β  δύο µη συγγραµµικά διανύσµατα. Αν x 0

→ → →
α+ψβ =  (1) να δείξετε ότι x = ψ = 0.

β. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Από τυχαίο σηµείο Ζ της ΑΒ φέρνουµε παράλληλη προς τη ΒΓ

που τέµνει την ΑΓ στο Η. Να δείξετε ότι: 
A A

AB A

Ζ Η=
Γ

���� ����

���� ���� .

Λύση

α. Έστω x 0≠ . Τότε x 0
x

→ → → →ψα+ψβ = ⇔ α = − β  που σηµαίνει

ότι //
→ →
α β , άτοπο γιατί 

→
α  και 

→
β  µη συγγραµµικά. Άρα  x = 0.

Από την (1) για x = 0 έχουµε 0 0 0
→ →
α+ψβ = ⇔ ψ = .

Οµοίως, αν 0ψ ≠  καταλήγουµε σε άτοπο.

β. Επειδή Α, Ζ, Β συνευθειακά, τα διανύσµατα 
→
ΑΖ  και 

→
ΑΒ  είναι συγγραµµικά εποµένως

σύµφωνα µε τη γνωστή συνθήκη 
→ →
ΑΖ = κΑΒ  (2) µε κ > 0.

Άρα 
AZ

AB
= κ

����

����  (4). Οµοίως 
→ →
ΑΗ = λΑΓ  (3) µε λ > 0.

Άρα 
AH

A
= λ

Γ

����

����  (5).Επειδή //
→ →
ΖΗ ΒΓ  θα είναι 

→ →
ΖΗ = µΒΓ , µ > 0.

Έτσι έχουµε: 
(2),(3)

ΖΗ µΒΓ ΑΗ ΑΖ µ ΑΓ ΑΒ
→ → → → → → = ⇔ − = − ⇔  

( ) ( )
→ → → → → →

⇔ λΑΓ− κΑΒ = µΑΓ−µΑΒ⇔ λ −µ ΑΓ = κ −µ ΑΒ .Επειδή τα 
→
ΑΓ , 

→
ΑΒ  δεν είναι

συγγραµµικά, σύµφωνα µε το προηγούµενο ερώτηµα, θα είναι :

λ - µ = 0 και κ - µ = 0. Άρα λ = µ = κ (6).

Από τις σχέσεις (4), (5), (6) προκύπτει ότι: 
A A

AB A

Ζ Η=
Γ

���� ����

���� ����
.
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Άσκηση 15

Αν 3
→
α = , 2

→
β = , 1

→
γ =  και για τα τρία διανύσµατα 

→
α , 

→
β , 

→
γ  ισχύει η σχέση

2 3 0
→ → → →
α− β− γ =  (1) να υπολογισθεί η τιµή της παράστασης 

→→ →→ →→
αβ+ β γ+ γ α .

Λύση

Από τη σχέση (1) έχουµε: 2 3
→ → →
α− β = γ  οπότε

2 2 2 2 2 2 2 2

2 9 4 4 9 4 4 9
→ → → → → → → → → → → → → α− β = γ ⇔ α − αβ+ β = γ ⇔ αβ = α + β − γ  

Άρα 4 9 16 9 4
→→ →→
αβ = + − ⇔ αβ = .

Οµοίως εργαζόµενοι, µπορούµε να υπολογίσουµε τα 
→ →
α γ  και 

→→
β γ .

Είναι 
1

3

→→
α γ =  και 

4

3

→→
β γ = − . Εποµένως: 

4 1 9
4 3

3 3 3

→ → →→ → →
αβ+ β γ+ γ α = − + = = .

Άσκηση 16

∆ίνεται διάνυσµα 0
→ →
α ≠  και το σταθερό σηµείο Α. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των

σηµείων Κ του επιπέδου για τα οποία ισχύει: 
→ →
α⋅ΑΚ = λ , Rλ∈ .

Λύση

i. Aν  λ = 0

τότε 0
→ →
α⋅ΑΚ = , δηλαδή: 

→ →
α ⊥ ΑΚ  οπότε το Κ κινείται σε ευθεία

κάθετη στο φορέα του 
→
α  που περνάει από το δοσµένο σηµείο Α.

ii. Aν λ 0≠
και Α η αρχή του διανύσµατος 

→
α  και Η η προβολή  του σηµείου

Κ στον φορέα του 
→
α  , τότε :

 →

→ → → → → →

α
α⋅ΑΚ = λ ⇔ α⋅προβ ΑΚ = λ ⇔ α⋅ΑΗ = λ , οπότε

⋅ = ⇔ =
λ

α ΑΗ λ ΑΗ
α

���� ����

�

�

 Άρα το σηµείο Η βρίσκεται σε σταθερή απόσταση από το σηµείο Α.

Εποµένως το Κ κινείται σε ευθεία κάθετη στο φορέα του 
→
α  που περνάει

από το σταθερό σηµείο Η.

Άσκηση 17

∆ίνονται τα σταθερά σηµεία Α, Β. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ για

τα οποία ισχύει: 
→ →
ΜΑ⋅ΜΒ = λ ,  (λ θετικός πραγµατικός).
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Λύση

Έστω Ο το µέσο του τµήµατος ΑΒ.

Είναι 
→ → → → → →  ΜΑ⋅ΜΒ = λ ⇔ ΜΟ+ΟΑ ΜΟ+ΟΒ = λ ⇔    

2 2→ → → → → →  ⇔ ΜΟ+ΟΑ ΜΟ−ΟΑ = λ ⇔ΜΟ −ΟΑ = λ ⇔    
2 2 2

2 2 2 2

2 4 4

→ → →

→ → → → →

 ΑΒ ΑΒ ΑΒ 
 ⇔ ΜΟ = λ + ΟΑ ⇔ ΜΟ = λ + ⇔ ΜΟ = λ + ⇔ ΜΟ = λ +
  .

Άρα το Μ απέχει από το σταθερό σηµείο Ο σταθερή απόσταση 

2
AB

4
λ +

����

 , δηλαδή

κινείται σε κύκλο µε κέντρο Ο (το µέσο του ΑΒ) και ακτίνα 

2
AB

R
4

= λ +
����

.

Άσκηση 18

Έστω θ η γωνία των διανυσµάτων 
→
ΟΑ  και 

→
ΟΒ , 0

2

πθ< < . Να δείξετε ότι το εµβαδόν

του παραλληλογράµµου ΟΑΓΒ είναι: 
2 2 2→ → → → → →   Ε = ΟΑ⋅ΟΒ ⋅εφθ = ΟΑ ⋅ ΟΒ − ΟΑ⋅ΟΒ      

.

Λύση

Έστω Ε το εµβαδόν του ΟΑΓΒ. Είναι 
→ →

Ε = ΟΑ ⋅ ΒΗ  (1)

Επίσης 
BH

BH OB
OB

ηµθ = ⇔ = ⋅ηµθ
����

���� ����

����  (2)

Η (1) γίνεται σύµφωνα µε τη (2): 
ηµθΕ = ΟΑ ⋅ ΟΒ ⋅ηµθ = ΟΑ ⋅ ΟΒ ⋅συνθ
συνθ

���� ���� ���� ����

Άρα ( )Ε = ΟΑ ⋅ΟΒ ⋅εφθ
���� ����

Ακόµα έχουµε: 
2 2 2 2

2 2(1 )Ε = ΟΑ ⋅ ΟΒ ⋅ηµθ = ΟΑ ⋅ ΟΒ ⋅ηµ θ = ΟΑ ⋅ ΟΒ −συν θ =
���� ���� ���� ���� ���� ����

( )22 2 2 2 2 2
2= ΟΑ ⋅ ΟΒ − ΟΑ ⋅ ΟΒ ⋅συν θ = ΟΑ ⋅ ΟΒ − ΟΑ⋅ΟΒ

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
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Άσκηση 19

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε �( )A A 90οΒ ⊥ Γ Α = να αποδείξετε τις σχέσεις:

α. 
2

AB B ·B= Γ ∆
���� ���� ����

β. 
2

A B·Γ = Γ Γ∆
���� ���� ����

, όπου Α∆ ύψος

γ. 
2 2 2

AΒ + ΑΓ = ΒΓ
���� ���� ����

   (Πυθαγόρειο Θεώρηµα).

Λύση

α.Είναι
2

A ·ABΒ = ΑΒ =
���� ���� ���� ( ) ( )A B · A B∆ + ∆ Γ + Γ =

���� ���� ���� ����

( )A

A ·A A · B B·A B· B
∆⊥ΓΒ

∆ Γ + ∆ Γ + ∆ Γ + ∆ Γ =

���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

( )A B ·A B· B= ∆ + ∆ Γ +Γ ∆ =
���� ���� ���� ���� ����

AB·A B· B
ΑΒ⊥ΑΓ

Γ +Γ ∆ =
����� ����

���� ���� ���� ���� ( )( )0 B B B ·B+ − Γ − ∆ = Γ ∆
���� ���� ���� ����

β. Οµοίως αποδεικνύεται ότι 
2

A ·Γ = ΓΒΓ∆
���� ���� ����

γ. Είναι ( )( )2
A · B · BΒ = ΒΓ Β∆ = Γ ∆ = ΒΓ Β∆
���� ���� ���� ���� ����

            (1) 




 ↑↑

→→
Β∆ΒΓ

( )( )2
A · B · BΓ = ΓΒΓ∆ = Γ Γ∆ = Γ ∆Γ = ΒΓ ∆Γ
���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  (2)  




 ↑↑

→→
Γ∆ΓΒ

Προσθέτουµε τις σχέσεις (1) και (2) και έχουµε:

( ) ( ) ( )2 2
A AΒ + Γ = ΒΓ Β∆ + ∆Γ =  
���� ����

( ) ( ) ( )
2 22

· B BΒΓ ΒΓ = ΒΓ = Γ = Γ
���� ����

.

Άσκηση 20

Μια ορθή γωνία στρέφεται γύρω από τη κορυφή της Α (1, 2). Οι πλευρές της τέµνουν

τους άξονες x΄x και y΄y στα σηµεία Β και Γ αντίστοιχα και έστω Μ το µέσο του ΒΓ. Να

δείξετε ότι το Μ κινείται σε ευθεία.

Λύση

Έστω ότι τα σηµεία Β και Γ έχουν συντεταγµένες Β (β, 0) και Γ (0, γ).

Επειδή Lˆ 1
→ →

Α = ⇔ ΑΒ ⊥ ΑΓ  οπότε 0
→ →
ΑΒ⋅ΑΓ =         (1)

Είναι ( 1, 2)
→
ΑΒ = β− −  και ( 1, 2)

→
ΑΓ = − γ −  και

η (1) γίνεται: 1 2 4 0 2 5−β− γ + = ⇔ β+ γ =                 (2)

Το µέσο Μ του τµήµατος ΒΓ έχει συντεταγµένες

( )M M
0 0

, , x , y
2 2 2 2

+β γ + β γ   = =      
.

∆ιαιρώντας τη σχέση (2) µε 2 έχουµε: 
5

2
2 2 2

β γ+ = .  ∆ηλαδή

5
x 2y 2x 4y 5

2Μ Μ Μ Μ+ = ⇔ + = .

Άρα το Μ κινείται στην ευθεία 2x 4y 5+ = .
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∆.             ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. Να χαρακτηρίσετε τις επόµενες προτάσεις µε την ένδειξη Σ (σωστό) ή Λ (λάθος)

α. ∆ίνονται τα σηµεία Α (- 5, - 2), Β (3, - 1), Γ (11, 0), τότε:

i. Τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά

ii. Τα µέσα των ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα: 
3

1,
2

 Μ − −  
, 

1
7,

2
 Ν −  

iii. MN 0
→ →
⋅ΑΓ =

β. ∆ίνονται τα διανύσµατα 12
→ →
ΟΑ = α , 6

→ →
ΟΒ = β  και 22 32

→ → →
ΟΓ = β− α .

i. Τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά ii.
3

8

→ →
ΑΒ = ΒΓ iii. ,

∧
→ → 

 ΑΒ ΒΓ = π
 
 

γ. Είναι 
→ → → →
α⋅β = α ⋅ β , αν και µόνο αν, τα διανύσµατα 

→
α , 

→
β  έχουν την ίδια κατεύθυνση.

δ. Έστω 
→
α , 

→
β , 

→
γ  µη µηδενικά διανύσµατα . Τότε: 

→ → → → →
α⋅β = α⋅ γ ⇔ β = γ  ή 0

→ → → α β− γ =  

ε. Για οποιαδήποτε διανύσµατα 
→
α , 

→
β  ισχύει: 

2 2 2 2

2
→ → → → → → 
α+ β + α− β = α + β 

 

στ. Αν 
→
α , 

→
β  είναι µη µηδενικά διανύσµατα και ισχύει: 

→ → → →
α−β = α + β , τότε:

i. 0
→ → →
α = β = ii. 

→ →
α ⊥ β iii. 

→ →
α β↗↙

ζ. Αν 2 i 3 j
→ → →
α = −  και 3 i 2 j

→ → →
β = + , τότε:

i. 
→ →
α ⊥ β ii. 

→ → → →
β−α = α+ β    iii. 

�

, 0
→ → → →    συν β−α α+ β =         

η. β,αβαβα
������

⇔+=+  είναι οµόρροπα

θ. Αν j
2

1
i

2

3
α

��

�

+=  και ji3β
��

+= , τότε �( ) οα,β 60=
�

�

ι. Θεωρούµε δυο ίσα διανύσµατα α,β 0≠
��

 , τότε:

i. α β=
��

ii. α β
��

↗↗ iii. α β
��

↗↙

κ. Αν  α 3β=
��

 τότε 2αβ 3β=
� ��

λ. Αν 2αβ 3β=
� ��

, τοτε: α 3β=
��

µ. Για οποιαδήποτε διανύσµατα α, β
��

 , ισχύει:
2α 3β αβ 3β= ⇔ =

� � �� �

ν. Τα διανύσµατα x
�

 και y
�

 είναι κάθετα. Τότε: ( ) 2x y x x+ =� � � �
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Θεωρούµε δύο µη µηδενικά διανύσµατα τέτοια ώστε: 
→→

=→ β4α.προβ
β

 και 
→→

=→ αβ.προβ·4
α

.

α. Να αποδείξετε ότι :  
→→→

= 2β2βα β. Να βρείτε το λογο :  
α

β

�

�

γ. Να βρείτε τη γωνία  
�( )α,β
� �

δ. Να βρείτε τον λ R∈ , ώστε τα διανύσµατα

     1u α λβ= +
��� � �

και 2u α β= +
��� � �

 να είναι κάθετα.

(Απ.: β. 4, γ. 
π

3
, δ. 

1
λ

25
= − )

2. Να βρεθεί η γωνία των διανυσµάτων ( )α 1, 3=�  και ( )β 3,3
�

3. Αν α β 1= =
��

 και ( ) π
αβ

3
=

�

�

 να βρείτε τη γωνία των διανυσµάτων u α β= +
���

, ν α 2β= +
�� �

4. Αν α β 1= =
��

 και ( )θ α,β=
�� �

 να δείξετε ότι: 
θ

α β 2 ηµ
2

− =
�

�

(Υπ: Να υπολογίσετε το 
2

α β−
�

�

 )

5. Αν για τα διανύσµατα α, β
��

 ισχύει: α β α β= = +
� �� �

  να δείξετε ότι α β α 3− = ⋅
�� �

 .

(Υπ: Υψώστε τις δοσµένες σχέσεις στο τετράγωνο)

6. Να δείξετε ότι οι φορείς των διανυσµάτων α 2i 3 j= +
� ��

, β 6i 4 j= − +
� � �

, γ 4i 7 j= − +
� ��

σχηµατίζουν ορθογώνιο τρίγωνο.

(Απ: Είναι α β γ+ =
�

� �

 και α β 0⋅ =
�

�

)

7. Έστω ΑΒΓ είναι ορθογώνιο τριγώνο µε A AΒ ⊥ Γ
���� ����

 �( )90οΑ =  και Α∆ είναι το ύψος του.

Αποδείξτε ότι ( ) ( ) ( )2
·Α∆ = ∆Β ∆Γ .

(Υπ: ( )
2 22

A A A ·A .....Α∆ = ∆ = ∆ = ∆ ∆ =
���� ���� ���� ����

)

Ε.             ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ


