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Σε ισοσκελες τριγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) προεκτεινω τις ΑΒ, ΑΓ κατα τμηματα 
ΒΔ=ΓΕ αντιστοιχα. Να δειξετε οτι ΒΕ=ΓΔ.

Τα τριγωνα ΑΒΕ καιΑΓΔ ειναι ισα γιατι :

1.         Α = κοινη
2. ΑΒ = ΑΓ (τριγ.ΑΒΓ ισοσκελες)
3. ΑΕ = ΑΔ (αθροισματα ισων)
Οποτε και τα υπολοιπα στοιχεια τους ισα και ΓΔ = ΒΕ.

                 Α 

          B                 Γ

    Δ                            Ε

Αν τα τριγωνα ΑΒΓ και Α’Β’Γ’ ειναι ισα τοτε:
● μα = μα’        ● δα = δα’        

Τα τριγωνα ΑΒΜ καιΑ'Β'Μ'ειναιισα γιατι :
1. ΑΒ = Α'Β' (υποθεση)

2. Β = Β'(υποθεση)
3. ΒΜ = Β'Μ'(μισα ισων)
Οποτε και τα υπολοιπα στοιχεια τους ισα καιΑΜ = Α'Μ'. 

Τα τριγωνα ΑΒΔ καιΑ'Β'Δ'ειναιισα γιατι :
1. ΑΒ = Α'Β' (υποθεση)

2. Β = Β'(υποθεση)
3.  ΒΑΔ = Β'Α'Δ'  (μισα ισων)
Οποτε και τα υπολοιπα στοιχεια τους ισα καιΑΔ = Α'Δ'.

        Α      

B              Δ Μ            Γ     

        Α’      

B’             Δ’ Μ’           Γ’     

Δειξτε οτι τα τριγωνα ΑΒΓ και Α’Β’Γ’ ειναι ισα αν:
● υα = υα’        ● υβ = υβ’        ● α = α’       

 

Τα τριγωνα ΑΒΔ και Α'Β'Δ' ειναι ισα γιατι :
Ορθογωνια Οποτε και τα υπολοιπα σημεια τους

  ΒΕ = Β'Ε'(υποθεση)
ισα, δηλαδη Γ = Γ'                           ΒΓ = Β'Γ'(υποθεση)

Τα τριγωνα ΑΓΔ και Α'Γ'Δ' ει











 

 

ναι ισα γιατι :
Ορθογωνια

Οποτε και τα υπολοιπα σημεια 
  Γ = Γ' (προηγ.αποδειξη)

τους ισα, δηλαδη ΑΓ = Α'Γ'      
ΑΔ = Α'Δ'(υποθεση)

Ειναι : ΒΓ = Β'Γ', ΑΓ = Α'Γ' και Γ = Γ' που σημαινει οτι τα 
τριγωνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ







' ειναι ισα. 

        Α
                  

B          Δ                    Γ  
                      
     

Ε

Ε’
Α’

Β’         Δ’                    Γ’
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Δινεται ισοσκελες τριγωνο ΑΒΓ και ΒΔ, ΓΕ τα υψη του. Να δειχτει οτι:
● Το τριγωνο ΑΕΔ ειναι ισοσκελες
● ΕΔ||ΒΓ       



 

Τα τριγωνα ΑΕΓ και ΑΔΒ ειναι ισα γιατι :
  1. Ορθογωνια
  2. ΑΒ = ΑΓ (τριγ.ΑΒΓ ισοσκελες)

  3. Α = κοινη
  Οποτε και τα υπολοιπα στοιχεια τους ισα, δηλαδη ΑΕ = ΑΔ.

  Αρα το τριγωνο ΑΔΕ ισοσκελες και Ε = Δ.
Εινα





  

  

 

 
 

0 0

0 0

ι

Ε + Δ + Α = 180 2 Ε + Α = 180
   Ε = Β

Γ + Β + Α = 180 2 Β + Α = 180
  ΕΔ ||ΑΓ (εντος - εκτος ...)





     
  

                
                Α 

        B                 Γ

    Δ                        Ε

Στις προεκτασεις των ισων πλευρων ΒΑ και ΓΑ ισοσκελους τριγωνου ΑΒΓ θε-
ωρουμε ισα τμηματα ΑΔ, ΑΕ αντιστοιχα. Αν Μ ειναι το μεσο της ΒΓ, να δειχτει 
οτι το τριγωνο ΜΕΔ ειναι ισοσκελες.

 

Τα τριγωνα ΜΕΓ και ΜΔΒ ειναι ισα γιατι :
ΒΜ = ΜΓ (υποθεση)
ΔΒ = ΕΓ (αθροισμα ισων τμηματων)

Β = Γ(τριγ.ΑΒΓ ισοσκελες)
Οποτε και τα υπολοιπα σημεια τους ισα, δηλαδη ΜΔ = ΜΕ 
που σημαινει οτι το τριγωνο ΜΔΕ εινα







ι ισοσκελες.

  Ε                            Δ

                   Α

          =              =

Β                Μ                 Γ              ιιι               ιιι

              ι             ι

Στις πλευρες Ox, Oy γωνιας xOy θεωρουμε σημεια Α και Β ωστε ΟΑ=ΟΒ.

● Αν Μ σημειο της διχοτομου xOy , δειξτε οτι ΜΑ=ΜΒ .
● Αν οι ΑΜ, ΜΒ τεμνουν τις  Ox, Oy στα Α’, Β’ αντιστοιχα, δειξτε οτι ΑΑ’=ΒΒ’.

 
 

1 2

Τα τριγωνα OAΜ και ΜOΒ ειναι  ισα γιατι :
OM = κοινη Οποτε... ισα, δηλαδη                

  ΟΑ = ΟΒ (υποθεση)   
ΜΑ = ΜΒ (1) και ΟΒΜ = ΟΑΜ      

Ο = Ο  (ΟΜ διχοτομος)
Τα τριγωνα Β'AΜ και ΒΑ'Μ ειναι  ισα γιατι











 

 

:
ΜΑ = ΜΒ (1) 

Οποτε  ...  ισα,...                     
  ΑΜΒ'= ΒΜΑ' (κατακορυφη)    

ΜΑ'= ΜΒ'  (2)                       
ΜΑΒ'= ΜΒΑ' (παραπληρωματικες ισων)

  Απο (1) + (2) : ΜΑ + ΜΑ'= ΜΒ + ΜΒ' ΑΑ'= ΒΒ'









                               
                                 x
                          
                      B’

           A

                    M

O               B            A’ y
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Δινεται ορθογωνιο τριγωνο ΑΒΓ (   0Α = 90 ) και η διχοτομος του ΒΔ. Απ’το Δ 
φερνουμε ευθεια καθετη στη ΒΓ που τεμνει την ΑΒ στο Ζ.
Να αποδειξετε οτι το τριγωνο ειναι ισοσκελες.

 



1 2

Τα τριγωνα ΑΒΔ και ΒΔΕ ειναι  ισα γιατι :
Ορθογωνια

Οποτε και τα υπολοιπα σημεια 
  ΒΔ = κοινη   

τους ισα,δηλαδη ΑΒ = ΒΕ (1)    
Β = Β  (ΒΔ διχοτομος)
Τα τριγωνα ΑΒΓ και ΒΕΖ ειναι  ισα γιατι :
Ορθογωνια

  Β











Οποτε και τα υπολοιπα σημεια 
= κοινη     

τους ισα,δηλαδη ΒΓ = ΒΖ (2)   
ΑΒ = ΒΕ (λογω της (1))  

  Η (2)  δηλωνει οτι το τριγωνο ΒΓΖ ειναι ισοσκελες.







                   Γ 

                              Ε
                 Δ
                                        
                             1

Ζ               Α                        

Δινεται ισοσκελες τριγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και σημειο Δ στο εσωτερικο του που 
ισαπεχει απ’τα ακρα της βασης του.
Να αποδειξετε οτι το σημειο Δ ισαπεχει απ’τις πλευρες ΑΒ και ΑΓ.

Αφου  το  Δ  ισαπεχει  απο  τα  Β  και  Γ,  σημαινει οτι βρισκε-
ται  στη  μεσοκαθετη  του  ΒΓ.
● Η  μεσοκαθετη  της  βασης  διερχεται  απ'τη  κορυφη  ισο-

σκελους τριγωνου.
● Στο  τριγωνο  ΑΒΓ  (με  βαση  ΒΓ)  η  μεσοκαθετη  της  βα-
  σης διερχεται απ'τη κορυφη Α.

Οποτε η  ΑΚ  ειναι  και  διαμεσος,  αρα κα ι διχοτομος  της Α.

 Καθε  σημειου  της  διχοτομου της  Α  ισαπεχει  απ'τις  πλευ-
  ρες  της,  αρα και  το  Δ,  που  σημαινει  οτι  ΔΜ = ΔΝ.

                   Α

         Μ                Ν

                    Δ

Β                                   

Στις προεκτασεις των πλευρων ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ ισοπλευρου τριγωνου ΑΒΓ παιρνου-
με τμηματα ΒΔ=ΓΕ=ΑΖ. Δειξτε οτι το τριγωνο ΔΕΖ ειναι ισοπλευρο.

 

Τα τριγωνα ΕΒΔ και ΓΖΕ ειναι  ισα γιατι :
ΒΔ = ΓΕ (υποθεση)

Οποτε ... ισα ...           
  ΒΕ = ΓΖ (αθροισμα ισων)   

δηλαδη ΔΕ = ΖΕ (1)     
ΔΒΕ = ΕΓΖ (παραπληρωματα ισων)
Τα τριγωνα ΕΒΔ και ΑΔΖ ειναι  ισα 











 

γιατι :
ΒΔ = ΑΖ (υποθεση)

Οποτε ... ισα ...           
  ΒΕ = ΑΔ (αθροισμα ισων)     

δηλαδη ΔΕ = ΔΖ (2)   
ΔΒΕ = ΖΑΔ (παραπληρωματα ισων)

  Απο (1) και (2) :  ΔΕ = ΖΕ = ΔΖ. 
  Αρα το τριγωνο ΔΕΖ ειναι  ισοπλευρο.







                  Ζ

                 Α

      Β
                          Γ

Δ

2

Β

Γ

Ε
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Δινεται ορθογωνιο τριγωνο ΑΒΓ ( Α = 90 ο ) και φε-ρνουμε τις εξωτερικες δι-
χοτομους των γωνιων Β και Γ που τεμνονται στο Κ. Να δειχτει οτι   0ΒΚΓ = 45 .

   
 


 


 


      

 

εξ

εξ

0

Α ΓΒ = +
2 2εξεξ0 0

11
Β ΑΓ = +
2 2

Α+Β+Γ=180
0

Στο τριγωνο ΚΒΓ ειναι :

Β ΓΚ + Β +Γ = 180 Κ + + = 180
2 2

Α Γ Β ΑΚ + + + + = 180 Κ + Α
2 2 2 2

 


 

Β +Γ+ = Α
2

 

  
 


   

 
0 0Β+Γ=90

0

+ Β +Γ

Β +Γ Β +Γ 90Κ = Β +Γ - Κ =  Κ = Κ = 45
2 2 2



  

    
                                Κ

  Γ   1

             1

  Α       Β

Δινεται ορθογωνιο τριγωνο ΑΒΓ (Α = 90 ο ) και φερνουμε την διχοτομο ΒΔ.
Αν απ'το Γ φερουμε καθετη στην ΒΓ που τεμνει την προεκαταση της ΒΔ στο Ε, 
να δειχτει οτι το τρ. ΓΔΕ ειναι ισοσκελες.

 
 


 

 

0 0
1 2

0 0

1

Το τριγωνο ΑΒΔ ειναι ορθογωνιο, αρα :
ΑΒΔ Β  Δ = Δ = 90 - = 90 -         (1)

2 2
Το τριγωνο ΒΓΕ ειναι ορθογωνιο, αρα :

ΓΒΕ Β  Ε = 90 - = 90 -         (2)
2 2

Απο τις (1), (2) προκυπτει οτι : Δ = Ε, που σημαινει οτι το 
τρι





γωνο ΔΕΓ ειναι  ισοσκελες.

                 Γ

     Ε

                Δ
                       
                 Α               Β

Αν ΑΔ διχοτομος τριγωνου ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ, να δειχτει οτι: 
    

 


 
0 0Β - Γ Β - ΓΑΔΓ - ΑΔΒ = Β - Γ        ΑΔΒ = 90 -   και  ΑΔΓ = 90 +

2 2
 

 


 


  


Ειναι

ΑΑΔΓ = Β + Α2  ΑΔΓ - ΑΔΒ = Β +
2ΑΑΔΒ = Γ +

2


 






Α-Γ -
2

 

 


 


0

= Β -Γ

Α ΑΑΔΒ + Β + = 180 ΑΔΒ + Β +
2 2




0 Α= 90 +

2

 


 


 

 


 


0 0

0

Β Γ+ +
2 2

Β Γ Β -Γ  ΑΔΒ = 90 - + ΑΔΒ = 90 -
2 2 2

Α Α  ΑΔΓ + Γ + = 180 ΑΔΓ + Γ +
2 2








0 Α= 90 +
2

 


 


 

0 0

Β Γ+ +
2 2

Β Γ Β -Γ  ΑΔΓ = 90 + - ΑΔΒ = 90 +
2 2 2





           Α

     

                
                       

Β             Δ                 Γ

      

1
    2
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Αν ΑΔ διχοτομος τριγωνου ΑΒΓ και Ε ενα σημειο στη προεκταση του ΑΒ τετοιο 
ωστε ΑΕ = ΑΓ, να δειχτει οτι ΔΒ < ΔΕ.

 
 



 

1 2

(1)

Τα τριγωνα ΑΔΕ και ΑΔΓ ειναι  ισα γιατι :
ΑΔ = κοινη Οποτε και τα υπολοιπα σημεια 
ΑΕ = ΑΓ (υποθεση)   

τους ισα,δηλαδη  Ε = Γ    (1)     
Α = Α  (ΑΔ διχοτομος)

Η ΔΒΕ εξωτερικη στο τριγωνο ΑΒΓ, οποτε :

ΔΒΕ > Γ Δ







  ΒΕ > Ε , που σημαινει οτι  ΔΕ > ΒΔ.

          1  2

Β            Δ                Γ

Ε

Α

Αν ΑΜ ειναι διαμεσος τριγωνου ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ,να δειξετε οτι :
●  ΜΑΒ > ΜΑΓ          ● β – γ < 2μα < β + γ            ● μα + μβ +μγ < 2τ

 
1 2

Προεκτεινουμε την ΑΜ κατα τμημα ΜΔ = ΑΜ.
  Τα τριγωνα ΑΔΕ και ΑΔΓ ειναι  ισα γιατι :
ΜΑ = ΜΔ (υποθεση) Οποτε ... ισα, δηλαδη                     

  ΜΒ = ΜΓ (Μ μεσο ΒΓ)   
ΑΒ = ΓΔ  (1) και  Μ

Μ = Μ  (κατακορυφη)









 

   
(1) (2)

(ΑΒ=)ΓΔ<ΑΓ

α

α

β

γ

ΑΒ = ΜΔΓ  (2)     

  ΑΒ < ΑΓ ΓΔ < ΑΓ (τριγ.ΑΓΔ) ΜΑΓ < ΜΔΓ ΜΑΓ < ΜΑΒ.
Απο τριγωνικη ανισοτητα στο τριγωνο ΑΓΔ προκυπτει :

  |ΑΓ -ΓΔ |< ΑΔ < ΑΓ +ΓΔ β - γ < 2μ < β + γ
Ειναι    2μ < β + γ
Ομοια  2μ < α + γ
Ομοια  2μ < α +

  






(+)

α β γ

α β γ

  2(μ + μ + μ ) < 2(α +β + γ)
μ + μ + μ < 2τ                   

β








    

           Α

            
                1
Β               Μ 2  

                                                      

                        Δ

Γ

Αν Κ τυχαιο σημειο της πλευρας ΒΓ τριγ. ΑΒΓ,να δειξετε οτι : τ - α < ΑΚ < τ.

(+)

Απο τριγωνικη ανισοτητα στα τριγωνα ΑΒΚ, ΑΓΚ 
προκυπτει :
ΑΒ < ΒΚ + ΑΚ ΑΒ + ΑΓ < + 2ΑΚ γ +β < + 2ΑΚ
ΑΓ < ΓΚ + ΑΚ
α + γ +β < 2α + 2ΑΚ 2τ < 2α + 2ΑΚ τ - α < ΑΚ       (1)
Απο τριγωνικη ανισοτητα στα τριγωνα ΑΒΚ, ΑΓΚ 
πρ

Β

οκυ

Κ +ΓΚ α

πτει

  


 

(+)

:
ΑΚ < ΒΚ + ΑΒ

  2ΑΚ < + ΑΒ + ΑΓ 2ΑΚ < + γ +β
ΑΚ < ΓΚ + ΑΓ
2ΑΚ < 2τ ΑΚ < τ        (2)                                        
Απο(1

Β

),(2) : τ - α < ΑΚ < τ

Κ +ΓΚ α
  




   

         Α

                                      

Β                   Κ            Γ
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Αν ΑΜ η διαμεσος και ΑΔ η διχοτομος τριγωνου ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ, να δειξετε 
οτι : ● ΔΒ < ΔΓ      ● δα  < μα

 
 

1
1 2

Παιρνουμε στην ΑΓ τμημα ΑΕ = ΑΒ.
  Τα τριγωνα ΑΒΔ και ΑΔΕ ειναι ισα γιατι :
ΑΔ = κοινη Οποτε ... ισα, δηλαδη :                      

  ΑΕ = ΑΒ (κατασκευη)
ΔΒ = ΔΕ  (1)  και  Β = Ε   (2)    

Α = Α  (ΑΔ διχοτομος)









     
(1)

εξ εξ2 2

(*)

α α

          

  (2) :  Β = Ε , ομως Β > Γ  Ε > Γ ΔΓ > ΔΕ ΔΓ > ΔΒ.
Αν ΑΚ υψος, απ'τη προηγουμενη αποδειξη :

ΒΓ  ΔΒ < ΔΓ 2ΔΒ < ΔΓ + ΔΒ 2ΔΒ < ΒΓ ΔΒ <
2

  ΔΒ < ΜΒ  ΔΒ -ΚΒ < ΜΒ -ΚΒ ΔΚ < ΚΜ δ < μ
(*) : Αφου τα  ιχνη δυο πλαγιων  τμημα

  

   

  



των  απεχουν  ανισα  
απ'το ιχνος της καθετου, ομοια  ανισα  ειναι και τα  τμηματα.

              

           Α

                                      

  Β        Κ  ΔΜ              Γ

Αν Δινεται κυκλος (Ο,R), δυο ισες χορδες του ΑΒ, ΓΔ και τα αντοιστιχα απο-
στηματα τους ΟΚ, ΟΛ. Αν οι προεκτασεις των χορδων τεμνονται στο σημειο Μ
να δειξετε οτι : ΜΑ = ΜΓ  και ΜΒ = ΜΔ.

(1)

(1)

Ειναι ΑΚ = ΚΒ = ΓΛ = ΛΔ (μισα ισων)  (1).
Τα τριγωνα ΑΒΔ και ΑΔΕ ειναι ισα γιατι :
Ορθογωνια

Οποτε ... ισα, δηλαδη :
ΟΜ = κοινη

ΜΚ = ΜΛ
ΟΚ = ΟΛ (αποστηματα ισων χορδων)

ΜΚ = ΜΛ ΜΚ - = ΜΛ -  ΜΑ = ΜΓ

ΜΚ = ΜΛ

ΑΚ ΓΛ

ΚΜΚ + Β =







 





 ΜΛ +  Δ ΔΛ ΜΒ = Μ

         Β

                         Ο        Δ
          Κ
                               Λ
         Α

            ΜΜ

Δυο κυκλοι με κεντρα Κ, Λ τεμνονται στα Α και Β. Αν Μ το μεσο της χορδης ΑΒ,
να δειχτει οτι Κ, Μ, Λ ειναι συνευθειακα.

Φερνουμε το μεσο Μ της ΑΒ και τα τμηματα ΚΜ, ΛΜ.
 Στο ισοσκελες τριγωνο ΚΑΒ(ΚΑ = ΚΒ = ακτινα) ΚΜ ειναι 

  διαμεσος, αρα και υψος, οποτε ΚΜ ΑΒ   (1)
Στο ισοσκελες τριγωνο ΛΑΒ (ΛΑ = ΛΒ = ακτινα) ΛΜ ειναι 

  διαμ






εσος, αρα και υψος, οποτε ΛΜ ΑΒ  (2)
Απο (1), (2) τα Κ, Μ, Λ συνευθειακα, γιατι απ'το ιδιο σημειο 
ευθειας διερχεται μια μονο καθετη.



      

                     Α

       Κ                 Λ

                     Β

       


